1 Célculo de Areas

Ejemplos
1. Encontrar € &readelaregion limitadapor lacurvay = 6—x — x> y el gex.

Solucién
2 2 3 /AI
X X
A=[(6-x=x*)dx=(6x-"——2)/? /
L ( )= (6x—— =)/’
4 8 9 -27
A=(12-=-2)- (18— ==~ ]
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2 3
A = 125/6 unidades cuadradas

2. Encontrar €l d&readelaregion entrelacurvay =€y el gexentrex =1y x =2
Solucion

-~

2
A= Iexdx: e

1
& -
e(e- ) 1) unidades cuadradas.

= M W & oy =

B

3. Encontrar e &readelaregion limitadapor lacurva y = x* -x — 2y lalineay = O entre x = -2
yx=2

Solucién

Lasinterseccionescon € gex son (-1, 0) y (2, 0).

A=A +A; j(x —X— 2)dX+J (X = x—2)dx
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Observacion

2

En el gemplo 3 es erréneo calcular directamente J f (X)dx puesenlaparte izquierdo (entre -2
-2

y -1) laaturaesy. Sin embargo, en la parte derecha (entre -1y 2) laaltuay es negativa

Area comprendida entrelos grafos de dos funciones
Definicion: El érea comprendida entre los grafos de las funciones f y g y las raices verticales x =

b
ay  x=Db, estadadapor laintegral definida A= _ﬂf — g‘dx, f>gog=>f.
a

y
A
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4. Hallar el arealimitada por los grafosde f (X) = Jxy g(x) = x°.

SOLUCION

Hallando los puntos de interseccion:
IX=x*=0ox20yx-x'=0
x>0y x(x*-1)=0

x=0 yx=1,quesonlasraicesdef —g.

3
1

1 1 ZXE X3
Por tanto, A = H&—xﬂdx:j(\&— XZ)dx:(?_E) -1/3
0 0 0

Observacion

Como se puede notar el area debe ser un nimero positivo, asi 10s g emplos muestran regiones por
encima del ge x para que las integrales definidas sean positivas. Cuando lagréficadey = f(x)

b
esta por debajo del e x, entonces I f (X) dx es un niimero negativo y por tanto no podra ser un

a
area; sin embargo, es €l inverso aditivo del areade laregion limitadapor y =f (x); x =& x=b.



5. Encontrar e dreadelaregion limitadapor y = x? - 2x — 3; por €l ge delasx; por x = 1; por
x=3.

Solucion

Esbozando la gréfica, se observa que laregion esta por
Debajo del ge de las x; apartir de ello entonces hallamos
el area, expresando laintegral definida anteponiendo un
Signo negativo, justamente para hacerla positiva.

A:—T(x2—2x—3)dx:—( )

1. Calcular cada una de las siguientes areas empleando el teoremay, si es posible, compruebe €l
resultado empleando alguna formula de la geometria elemental.
a) Calculed areadelaregion sombreada por medio de integralesy verifiquelo por medio de
geometria elemental.

A
f(x)=4

1 3

b) Calcule €l érea de laregién sombreada por medio de integrales y verifiquelo por medio de
geometria elemental.

B ' f)=x+1

2. Calcular el dreadelaregion limitada por €l gje x de lasrectasverticdesx =1; x =8y la
gréficade lafuncion f, donde:

x—1 ,X<6
fFO)=1 ,
—X“+12x-31, x>6

Solucién
Dividir el areaen dosregiones



3. Hallar el dreadelaregion limitada por ele ge x, larectavertica x =22y lagréficadela

B x>, X<4
funcion f (X) =
—X+20, x> 4

4. Hallar el dreadelaregion limitada por las gréficasdey = x*+2; y = -x; x =0y x = 2

EJERCICIOS

2 Volumen de un solido en funcion delas
areas de las secciones transver sales.

Sea un sdlido limitado del espacio. Bajo ciertas condiciones es posible calcular € volumen V(s)
de ese solido. Sea SXO la seccion planadel solido S determinado a trazar un plano perpendicular

asu ge, por gemplo a gex en el punto x, (ver figura). Supongamos que existe un intervalo
[a,b] tal que S= %Jb]sxy que Vx e[a,b], laseccion plana S, tienen &reaconocida A(S,) , de
Xe| a,

b
manera que lafunciénx e [a,b] — A(S,) , seacontinua, luego setiene: V(S) = D‘ A(Sx)dx} ud

/
“
/] Sxo




Ejemplo

La base de un sdlido es laregion limitada por laelipse b*x* + a’y” = a’b®. Hallar el volumen de
sdlido S suponiendo que | as secciones transversal es perpendiculares al ge x son:

a) Triangulos rectangul os isdsceles, cada uno con hipotenusa sobre €l plano xy.

b) Cuadrados.

c) Triangulos de altura 2.

Solucién




3 Volumen de un solido derevolucion

a) METODO DEL DISCO CIRCULAR Y DEL ANILLO CIRCULAR

La siguiente es una aplicacion geométrica en la cual la caracterizacion de la integral definida
como € limite de una suma se emplea para hallar el volumen de un Solido de revolucion que se
formaal girar unaregion R, arededor del gje x en el plano xy.

La técnica consiste en expresar € volumen del solido como e limite de una suma de los
volUumenes de discos de aproximacion. En particular, suponga que R es unaregion plana limitada
por lacurvay =f(x), € gex, ylasrectasx =ay x = b (ver Fig.8) y Ses el sdlido que se forma
al rotar R arededor del gje x (ver Fig.9).

y=f()

) y=f()
o
;31 b X
(Fig. 8) (Fig. 9)

Divida el intervalo a< x<b en n subintervalos iguales de longitud AX, y seax; € comienzo del
j — ésmo subintervalo. Luego aproxime la region R por los n rectangulos (ver Fig.10) a
continuacion el sdlido S por los correspondientes n discos cilindricos formados por la rotacién
de tales recténgul os arededor del ge x (ver Fig.11).

v y=f()
a XA p > X
(Fig.10) (Fig. 12)
VA y=f(x)
f(x)
Ya
f (%) y=f(x)
— X
Xj Ax > X
(Fig. 12) (Fig. 13)

El radio r; del disco j-ésimo (ver Fig.13) eslaalturaf(x;) del j-ésimo rectangulo (ver Fig.12), asi

Volumen del disco j-ésimo = (area de la seccién transversal circular ) (ancho)
= zr?(ancho)= 7| f(X; )? Ax
6



El volumen total de S es aproximadamente |a suma de |os volimenes de |os n discos. Es decir,
n
2
Volumende S= Z;z[ f(X;)]"Ax

j=1
La aproximacion mejora cuado n crece sin limitey

n b
Volumen de S = im” 7] f (x,)]*Ax =z [[ f (x)]dx
n—o = "

En resumen:

Férmuladel volumen

Suponga que f(x) es continuay no negativaen a< x<b y seaR laregion bgo lacurvay = f(x) entre
X =ay x = b. Entonces el volumen del solido Sformado a rotar R alrededor del gex es

b
Volumen de S = ﬁj[ f (x)]2dx

Ejemplo:
Hallar el volumen del sdlido S formado al rotar la regién bgjo lacurvay = x> + 1 desde x = 0
hasta x = 2 alrededor del gex

Solucion
En lafigura siguiente se muestralaregion, el solido de revoluciény €l discoj - ésimo
A A

> %

El radio del discoj-ésimo esf(x)) = X + 1. Por tanto

2
Volumende S = 7zJ.(X2 +1)%dx
0
2
= 7rj(x4 +2x° +1)dx
0

1 2
=7z(gx5 +§x3 +X)2= 206 =4314
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Sean f,g: [a, b] — R funciones continuas cuyas gréficas se encuentran a un mismo lado del ge
X, y ademés |g(x)|<|f (x|, VX€[a, b]. Sea S el stlido de revolucion que se obtiene por la
rotacion en torno a ge x, de laregion €2acotada por las curvas y = f(x), y = g(x) y las rectas
verticalesx = a, X = b, enlafigura (Fig. 14), s6lo muestra el caso 0 <g(x) < f(x).

Como la seccién transversal S, obtenida por lainterseccién de S con € plano perpendicular a ge
X que pasapor X €[a, b], esun anillo circular (Fig. 15) tenemos:

AS)={[ T ~[9(T}, vxe[ab]

Luego
V= [,,I{[ ()] —[g(x)]z}deuz
A yA
y =f(x)
RM | y=9()
!!é\\ G
a b
r
(Fig. 14) (Fig. 15)
_ b R: Radio mayor
Para recordar mejor |::> \Y; :Iﬁ(RZ —r?)dx r : Radio menor

Sean f,g: [a, b] — R funciones continuas cuyas gréficas se encuentran aun mismo lado de la
rectay =cy |g(x) -c|<|f(x)-c|, VX€E [a, b]. Sea S el solido de revolucion que se obtiene
por larotacion en torno de larectay = c, de laregién €2 acotada por las gréficas de las curvas y

=f(x),y =g(x) y lasrectas verticalesx = a, x = b, en lafigura (Fig. 16) en tonces el volumen del
solido es:

V= H{[f(x)—c] 2—[g(x)—c]2}d><ju2

a




A

7 y =)
ST g
y =9(X)
y=c

o>

(Fig. 16)

Ejercicio:

Calcular e volumen del sdlido generado por larotacién arededor del e x de laregion limitada
por lasgréficasde:y=€,x=0,x=1, y=0

Ejercicios

Determinar e volumen del solido que se generaal gira, alrededor del ge X, laregion acotada por

) 5 117
lapardbolay =x“+ 1y larectay = x + 3 Rta ?72'

Encuentre el volumen del sdlido generado a girar, alrededor del gje X, la region acotada por la
cuva  y=x° e dex, ylarectax =2



Laregion limitada por las gréficasdey = x2, y = \/; X = 2, giraarededor del gjex. Calcular €l
volumen del sdlido. Rta57 U°.

@) METODO DEL DISCO CIRCULAR Y DEL ANILLO CIRCULAR

Recordemos que € érealateral de un cilindro circular recto deradior y alturah (Fig. 17) esta

dado por:
A=2zrh h
v

(Fig. 17)

Seaf : [a,b] > R, a>0, una funcién continua y no negativa y S el sdlido de revolucion

obtenida por larotacion entorno al gjey de laregion Q limitada por las gréficasdey = f(x), y =
0,x=a,x =b (Fig.18). Y a
I

y =f (%)

v



(Fig. 18)

El solido S (Fig. 19) puede ser considerado como la unién de los cilindros Cy, X €[a,b], es decir

(Fig. 19)

Como €l arealateral de cadacilindro Cy esta dado por
A(C, ) =2zxf (x); xe[a,b]

se deduce que el volumen del solido S esta dado por

b
V=27zjxf(x)dx

Observacion. Seanf, g:[a,b] — R funciones continuas tales que g(x) < f (x), Vxe[a,b].s
es € sdlido de revolucion obtenido al hacer rotar al rededor delarectax=c,con €< g, la

region Q2 limitada por las curvas.
y =f(x),y =9(X) y lasrectasx = ay x = b (Fig.20) entonces, €l volumen del solido Ses:

yk
I > / 00
| f
b |
V =2z[(x-c)[f(x) - g(x)]dx Q i ‘
|
~ g(¥)
X=C
(Fig. 20)

Observacion. Seaf , g: [ab] — R funciones continuatales que g(x) < f(X), Vxe [a,b] .S
es el solido de revolucion obtenido al hacer girar a rededor delarectax =c, con C= a,laregion

11



Qlimitada por lasgraficasde: x =ay x =b, y =f(x), y = g(x) (Fig.21) €l volumen del sélido S
es

f (x)
b
V =2z (c-x)[ () - g(x)]dx g S
a EQ
-
|
g g(x) —
(Fig. 21)

Observacion. Sean QQ, laregion limitada por las gréficasde: x =f (y), x=g(y),y=a y=b
(Fig.22) donde f, g continuasen[ab] y g(y) < f (y), Vy €[ab] y Sel sdlido de revolucion
gue se obtiene al hacer rotar laregion €2 arededor delar rectay = ¢, con ¢ < a. El volumen de
Ses

V=27rf(y—c)[f(y)—g(y)]dy *=90) M2

y =¢

(Fig.22)

Observacion. Sean €2, laregion limitada por las gréficasde: x =g(y), x=f (y),y=a, y=b
(Fig.23) donde f, g continuasen[ab] y g(y) < f (y), Vy €[ab] y Sd sdlido de revolucion
que se obtiene al hacer rotar laregion €2 arededor delar rectay = ¢, con b< c. El volumen de
Ses

V =2z[(c-y)[f(y) - g(y)]dy

x=g(y)

(Fig.23)

12



Ejemplo
Encontrar el volumen del solido engendrado a girar sobre el gey, laregion limitada por la
curva y=(x—-2)° el gjex larectax = 3.

Solucién

Laregion se muestraen lafigura presente figura
Aplicando el método de la corteza, tenemos

3
V =2z j xf (X)dx
23
= 27Z'IX(X— 2)%dx
2

3
= ZﬁI(X4 — 6x° +12x° — 8x)dx
2

14r ,
=—u
10

Ejemplo
Hallar el volumen del sélido generado por larotacion de laregion limitada por las gréficas de
X+ Yy? +3y—6=0y X+ y—3=0, arededor delarectay = 3.

Solucién

Lagrafica de laregion se muestraen la presente figura
El volumen del solido es:

V=27[(3-y)[(6-3y-y")-(3-V)]dy

1
= 2z[(y’-y* -9y +9dy
3

2567 4
=——u
3
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Ejemplo
Calcular el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al hacer girar alrededor de larecta x

=1, laregion limitada por las gréficas de: Y:‘X2 —2X—3‘, y+1=0, x-1=0,

X—4=0.
Solucién

Lagréaficade laregion se muestraen a presente figura
y setiene

V= z;zf(x—1)ﬂx2 - 2x—3{+1]dx
1
= ZE{J%(X—].)[(3+ 2x—x2)+1]dx+i(x—1)[(x2 —2x—3)+1]dx}
= 27;{]3'(—4+ 2x+3x% - x3)dx+ji(x3 —3x% +2)dx

=27(6+ §) = 5—97ru3
4 2

14



CURSO: Matematicalll TEMA: Momentosy centro
de masa (o centro
de gravedad)

CENTRO DE GRAVEDAD DE UNA REGION PLANA O LAMINA

En primer lugar, es necesario tener en cuneta las siguientes consideraciones:

a.  Unalaminaes|lamada homogénea si |os porciones de igual areatiene el mismo peso.

b. Ladensidad p de unalamina eslamasa de una unidad cuadrada de lamina. Si unalaminaes
homogeénea, entonces su densidad (de &rea) p esconstantey si A es el parea de dichalamina,
entoncessu masaesm= pA.

c. El centro de masa de una lamina homogénea, puede pensarse con el punto de balance de la
lamina tiene un centro geométrico, este sera también el centro geométrico, este sera también
el centro de masa 6 centro de gravedad. Por g emplo el centro de masa de una ldmina circular
homogeénea es el centro del circulo; e centro de masa de una lamina rectangular homogénea
es € centro del rectdngulo (interseccion de las diagonales). Se define é momento de una
[&mina de masa m, respecto a una recta, como €l momento de una particula de masa m,
situado en €l centro de lalamina.

d. Si unaldmina se cortaen trozos, el momento de lalamina esla suma de |os momentos de sus
partes.

Ejemplo
Encontrar el centro de masa de una lamina homogénea de densidad p, que tiene la forma
propuesta en la figura (la medida esta en centimetros)

Solucién y4 !
3 .R1
Laldmina esta formada por 3 rectdngulosy € éreatotal
Delaldminaesigual al 93 cm?. Si colocamos los gjes de
Coordenadas tal como se muestra en lafigura, los centros 6 *R, 12
De masa de | os rectangulos
Ri, R Yy R3 son: 6
(13/2, 21/2), (5, 6) y (8, 3/2), respectivamente. *R;
Luego Mx = (21 p )(21/2)+(60 p )(6)+()12 p (3/2) = 1197 p /2 4 >
My = (21 p)(13/2)+(60 p)(5)+(12 0 )(8) =969 p /2
Por tanto, el centro de masa (;(,Y/) de lalamina esta dado por (Fig.24)
969
=M _ 2P
X =—=—-5— =5209677419
m
1197
= X =—% =6.435483871
m 93

Sea F unalamina homogénea cuya densidad es constante eigual a o . Supongamos que F esla
region limitada por las graficas de:
y=f(x),y=g((x),x=ayx=b
donde f y g son funciones continuasen[a, bl y f (x) > g (x), V x€([a, b] (Fig. 24)
SeaP ={Xg, X1, +-.... Xn } unaparticion de[a, b] y ¢; el punto medio de [X i.1, Xi]; entonces se
tiene que:

15



= p[f@)-g)]Aix,i=1,2,....n
eslamasa del i-ésimo rectangulo sombreado en lafigura

A

[qyf(c‘)w(q)j

(Fig.18)

El centro de gravedad de i-ésimo rectangulo se encuentraen el punto

(q,f(q)+g(q)J
2

Sustituyendo cada rectangulo por un punto material y localizando la masa de cada rectangulo en
su centro de gravedad se obtiene que los momentos de masa de los n-rectangul os, determinados
por la particion, respecto alos gjes x ey son:

M, =3 my =3 ol (e) - gle i 2K ¢

M, =3 mx =3 pl1()- g(e)le Ax

Luego, € centro de gravedad (;(5/) estard aproximadamente en e centro de gravedad de los
rectangul os determinados por la particion, es decir:

oy Pl () - g)IAX
X ~ y i=1
m

PYIT(E) -9 )IAX

1 ¢ ) ,
w2 @ leenax
m

DIUGEI

Pasando al limite cuando || P|| —> 0, se obtiene que las coordenadas (;(, Y/) del centro de gravedad

de lalamina F estan dadas por:
b

X[ 09— g09]ax

b

[[f(9-9(]d

a

X=2

% J{Lf T ~Tor o

< |

b

[[f09-g0]ex

a

16



Como se observa, las coordenadas del centro de masa de la lamina homogénea no dependen de
su densidad p, solo depende de su forma. Usualmente al centro de masa de una lamina se le
denomina centro de gravedad o centroide, reservando €l término centro de masa para un solido.

a) Silaregion planaF es simétrica con respecto alarectax = Xo, entonces X = X,

b) Silaregion planaF es simétrica con respecto alarectay = yo, entonces ;1: Yo-
c) Silaregioén planaF estalimitado por las gréficas de:
X =1f(y),x=9(y),y=c,y =d, dondef y g son funciones continuasen [c, d] y f(y) >
a(y), Vye|c, d], figura(Fig.26) , € centro de gravedad (Y, y) esta dado por:
d
B j Y[ f(¥) - g(y)]dy
y==%
[[f(y)-ay]d

SO -l

X=

[[f () -a(n]dy

> X

(Fig.26)

Problema
Encontrar e centroide de la region acotada por las curvasy = x3, y = 4x en el primer cuadrante.

Hallar el centro de gravedad de laregion limitada por las curvas x* —8y =0, x* +16y =24

17



Encontrar €l centroide de laregion limitada por las curvas X =2y — y2, x=0

Teorema (Teorema de Papus para vol imenes)
Si un sblido S es obtenido a hacer rotar unaregién planaf en torno de unarecta del mismo
plano, que no sea secante alaregion F, entonces e volumen de Sesigual a areadelaregion f

multiplicado por 277 r, siendo r € radio de la circunferencia descrito por el centro de gravedad de
laregion R, esto es:

V=27rrA
donde A esel areadeF y

(Fig.27)

Calcular el volumen del sdlido S generado por larotacion de laregion F limitada por la parabola
y=x?y larectay = x + 2 en torno aesta tltima.
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