ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

PROBLEMA

Determinar e camino S recorrido por un pez durante el tiempo t. Si su velocidad es
proporcional a trayecto, sabiendo que en 10 seg. el cuerpo recorre 100mts. y en 15 seg.
200mts.

Se llama ecuacion diferencial a la ecuacion que liga la variable independiente X, la
funcién incognitay = f(x) y sus derivadas y',y",...,y", es decir, una ecuacion de la
forma F(xy,Y",..,y"™)=0. Es decir, una ecuacion diferencial es una ecuacion que
depende de la derivada o derivadas de lafuncion incégnita

Si lafuncion incognita y = f (x) depende de una variable independiente x, la ecuacién
diferencial sellamaordinaria.
Ejemplo:

1) ﬂ+2x2+xy=0
dx

2) y"+3xy'+tanx—-8=0
El orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor orden que figura en
laecuacion .

Ejemplo:
d’y  ,dy
1 +3—=—-4xy-Inx
)dx2 ax Y
2) 4y"- y'+%—x2 =0

Se llama solucion de una ecuacion diferencial a una funcion y = ¢(x), determinada en
el intervalo (a b) junto con sus derivadas sucesivas hasta el orden n inclusive, tal que a
hacer la sustitucion y=g(x)en la ecuacion diferencial, ésta, se convierte en una
identidad con respecto ax en €l intervalo (a, b).

Ejemplo

Dada la ecuacion diferencia y"+y =0, su solucion es y = @(X) = senX+CosXx, pues
derivando dos veces esta funcion se tiene: y'=cosx—senx, y"=-—Senx—CosX;
sustituyendo en la ecuacion diferencial se comprueba la identidad, esto es,
—Senx—CcosX+ senx+cosx=0

La gréfica de una solucion de la ecuacion diferencial se denomina curva integral de la
ecuacion.



TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Dada la ecuacion diferencid y'= f(x,y), donde la funcion f(x,y) esta definida en un
recinto D el plano XOY que contiene el punto (x,,Y,) . Si lafuncion f(x,y) satisface las

condiciones:
a) f(x,y) es unafuncion continua de dos variables x ey, en €l recinto D;

b) f(x,y) admite derivada parcial ;ﬂ continua con respecto de x ey en €l recinto D,
y

entonces existe una, y solo unasolucion 'y = ¢(x) de la ecuacion dada que satisface ala
condicion Y |y, = Yo.

Lacondicion Y |x:)<0 = Yo sellamacondicién inicial.

Y A
A """"" -

> X

El problema de la busqueda de la solucion de la ecuacion y'= f (X, y) que satisface ala

condicion inicial Y |x:x0 = Yo llevael nombre de Cauchy.

Geométricamente esto significa que se busca la curva integral que pasa por € punto
dado f(x,,y,) del plano XOY segin lafigura.

CAMPO DIRECCIONAL
Laecuacion y'= f(x,y) determinaen cada punto (X, y) donde existe la funcion f(x,y),

el valor de la pendiente ala curvaintegral en este punto.

Por lo tanto, la ecuacion diferencial y' = f (X, y) determina un campo de direcciones.

La terna (X, y, y’) determina la direccion de una recta que pasa por el punto (x,y). El
conjunto de los segmentos de estas rectas es |a representacion geométrica del campo de
direcciones.

EJEMPLO
1) Hallar é campo direccional de y'= 2x

2) Hallar & campo direccional de y':;—;



ECUACIONES DIFERECIALES ORDINARIAS (EDO) DE PRIMER ORDEN
Son ecuaciones diferenciales de la forma F(x, y, y’) = 0.

Si despejamos la derivada y’ de F(x, y, y’) = 0 tendriamos lo siguiente:

Oy
y —dx—g(x,y)-

1) Ecuaciones diferenciales ordinarias de variable separable. S se tiene que la

ecuacion diferencia F(x, y, y) = 0 se puede expresar COmMo:
y'= % = g(X, y) entonces es factible expresar esta a su vez de laforma
X
M (X)dx+ N(y)dy=0................... *

La solucion general de (*) se obtiene integrandola directamente.

jM(x)dx+jN(y)dy=C, donde C es una constate de
integracion.
EJEMPLO

Resolver |as siguientes ecuaciones diferenciales.
a Xy'-y=y’
2 N I
b) (y"+xy°)—+x"—xy=0
dx

c) x\/1+ y? + YW1+ Xy'=0
d) e Vdx+e' ?dy=0

2
e) ﬂ: X 3
dx y@+x’)
f) Encontrar la solucion particular de & = E—L, y(0)=1
dx vy 1l+y

g) Encontrar lasolucion particular de y?y'—x* =0, y(-2) = -2

2) Ecuaciones Difer enciales Ordinarias Homogéneas.
a) Funcién Homogénea: Una funcién f(x,y) se denomina homogénea de grado k, en x
ey, sl y solo si, cumple con la siguiente condicién:
f(AXAy) = AT (X Y)
Ejemplo
1. f(x,y)=x*y—4y’ es homogéneade grado 3
2. f(x,y)=¢€‘no eshomogénea
2\ 2
3. f(x,y)= XY e homogéneadegradoOenx ey.
Xy




b) Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y de primer grado es de la

forma:
M (x)dx+ N(y)dy=0

es homogéneasi M y N son homogéneas del mismo gradoenx ey.

¢) Solucion de una Ecuacion Diferencial Ordinaria Homogénea (EDOH). Para
solucionar una EDOH, se hace un cambio de variable y = ux, entonces aplicando
diferencial se tiene: dy = u dx + X du, luego se reemplaza en la funcién
homogénea dada, de ta forma que queda como una Ecuaciones diferencial
ordinaria de variable separable.
Ejemplo:

Resolver: (x*+3xy+ y?)dx—x’dy =0

Resolver: xy'= 2(y—\/@)

Resolver:  xdy — ydx = 1/ x* + y dx



3) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Exactas.
a) Diferencial total:
S f:R* >R, esunafuncion diferenciable (x,y) e R, entonces la diferencial total

oA (xy) o . FxYy)
o™ dx+ dy.

def eslafuncién df, cuyo valor estadado por: df (x,y) =

b) Diferencial Exacta:
Una expresion de la forma M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, se denomina exacta S
existeunafuncion f :D c R? — Rtal que: df (x,y) = M (X, y)dx+ N(x, y)dy.
Es decir, que toda expresion que es la diferencial total de algunafuncion dex ey
sellamadiferencia exacta.

c¢) Definicién Consideremos la ecuacion diferencial.

M(x,y)dx + N(X,y)dy =0................ (1)
Si existe unafuncion z = f(x,y) tal que:
of (x.y) _ of(xy) _

pw =M(x,y)y & =N(x,y)

Diremos que la ecuacion (1) es una ecuacion diferencial exacta.
d) Teorema: Lacondicion necesariay suficiente para que una ecuacion diferencial
M(x,y)dx + N(x,y)dy = O, sea exacta, es que:
OM(X,y) ON(X,y)

oy OX

Ejemplo: Laecuacion diferencia ordinaria:
(e*seny — 2ysenx)dx + (€ cosy + 2cos x)dy pues

M (X, y) = €‘seny — 2ysenx — M) €" cosy — 2senx
N(X,y) =€"cosy+2cosx — 8Néx, ) = €* cosy — 2senx
X
De donde SM (X ¥) _ ON(xy)
oX
e) Solucién de una Ecuacién Diferencial Exacta:
Consideremos la ecuacion exacta M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 ........... 1)
Entonces existe una funcion f(x,y) tal que: &) S" Y) _m xy) Y
X
axxy) _

= N(X, y) reemplazando en la ecuacion (1) setiene:

o (6Y) g, AW g

5 (2) si z = f(x,y) entonces su diferencial total
X

Y g, TV g 3)

OX
Luego de (2) y (3) tenemos dz = 0 entonces, f(X,y) = C
Que esla solucion de la ecuacion diferencial.

Como w = M (x, y) integramos con respecto ax.
X

es. dz=

f(x, y)=j|v| (X Y)+G(Y) e (4)



de donde g(y) es la constante de integracion, que es una funcién que depende
solod e la variable y, puesto que la integracién es con respecto a x, derivando la

ecuacion (4) con respecto ay, es decir, W - % I M (%, y)dx+ g'(y)

of (x.y)
oy

Como = N(X, y) entonces setiene:

N ) = £ [ M 0 y)cr () NGxy) de donde g (YN y) —< M (),

Reemplazando (5) en (4) se tiene la solucion general de la ecuacion diferencial
(1); en forma andloga se hace para e otro caso cuando se toma

af_g;’ y) _ N(X, Y)Yy seintegre con respecto alavariabley.

Ejemplo: Resolver |as siguientes ecuaciones diferenciales:
a) (2xy +2y)dx+ (2x2y +2x)dy = 0

b) X +E+l dx+ LJFE—A dy=0
JX+y* Xy S+ Y Y



4) ECUACIONES DIFERENCIALESLINEALESDE PRIMER ORDEN
Sea la ecuacion diferencia ordinaria: al(x)%+ aYy="T(X) .cceererrnn. Q)
X

Donde al,a2 y f son funciones solamente de x o constantes.

Suponiendo que a,(x) = 0, entonces, dividiendo a la ecuacion (1) por & (x) se tiene
&y, a0, f(
dx a(x) " alx)

%+ POX)Y=Q(X) «evvreerrnannnn. (2), esta ecuacion es una ecuacion diferencial

, de donde se tiene:

lineal de primer ordeneny. Si Q(x) =0, esto es, %+ p(x)y =0 toma el nombre de

ecuacion diferencial lineal homogénea y una ecuacién de variable separable cuya

., - d
solucién es: y=Ke Jpvosx

La ecuacion (2) tiene como solucion: y = g oo U o “Q(x)dx+ c}
EJEMPLO

Resolver |as siguientes ecuaciones diferenciales

Q) —=+2y=X"+2x
dx

c) (x°+3y)dx—xdy=0



5 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2° ORDEN CON
COEFICIENTES CONSTANTES.
a) ECUACIONESHOMOGENEAS. La ecuacion lineal homogeénea de 2° orden con
coeficientes constantespy g, esdelaforma ay"+by+cy=0.......... (1)
Sk yk,son las raices de la ecuacion caracteristica ak®+bk+c=0 se presentan
los siguientes casos:
1) la solucion de la ecuacion (1) es y=Ce*x+C,e“x, s k yk,son redes y
k #K,.
2) lasolucion delaecuacion (1) es y=€4(C,+C,X), s k yk,sonredesy k =k,.
3) la solucion de la ecuacion (1) es y=e"(C,cospx+C,cospx), S
k,=a+piyk,=a-pi, f#sonredesy k #k,.
b) ECUACIONES NO HOMOGENEAS La solucion general de la ecuacion
diferencial lineal no homogénea
ay"+by+cy=f(X)........ (2)
Se puede escribir enformadesuma y =y, +Y
donde y,es la solucion general correspondiente a la ecuacion (1), que se

determina por las formulas del 1) a 3), Y es la una solucion particular de la
ecuacion (2).

Lafuncién Y se puede hallar por el método de los coeficientes indeterminados en
los siguientes casos.

1. f(x)=e**P,(x)donde P,(x)es un polinomio degradon.
S a,no es raiz de la ecuacion caracteristica, se considera a Y = e**Q, (x), donde
Q, (X) es un polinomio de grado n con coeficientes indeterminados.
S g esraiz de la ecuacion caracteristica, se considera Y = x'€**Q,(x), donde r
es el grado de multiplicadadelaraiz a, (r=1or=2).

2. f(x) =€e*[P,(x)cosbx+Q, (x)senbx].
Si las raices de la funcion caracteristica no son complgjas, se considera
Y =€ [S, (X) cosbx+Ty (x)senbx], donde S (x)yT,(x)son polinomios de
grado N = max {n,m;
Si las raices de la funcidn caracteristica son nimeros complegjos, se considera
Y = X' e[S, (x) cosbx+ T, (X)senbx], donde r es el grado de multiplicidad de la
raiz complegja (parala ecuacion de 2° orden r =1)

EJEMPLO
Resolver |as siguientes ecuaciones:

1) 2y"-y'—y = 4xe™



2) y"-2y+y=xe

3) y"+y = xsenx

6. SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES

CONSTANTES
Un sistema de “n” ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en las funciones

incognitas.
X =), % =¢,(t),...X, =¢,(t), son funciones diferenciables con derivadas

continuasen<a, b >

Forma:
d
& e t)
d
d_)%: (X, X0y X,)
d
8t n%)

METODO: Reduccién de un sistemaauna E.D. de n-ésimo orden
Sea el sistema de ecuaciones:

dx
— =ax+by+ f(t
m y+ (1)

%— cx+dy+g(t)

X



2)

3)

Donde &, b, ¢, d son constantes f(t) y g(t) son funciones conocidas: x(t) e y(t) son
las funciones incognitas.
Despejando y en la primera ecuacion y luego remplazando en la segunda ecuacion

. 1d%x adx d d( dx o
s tiene, —— ————(f(t))—cx——| ——ax— f(t) |- g(t) =0, simplificando
P OIt( ®) b(dt ()j g(t) pl
d?x

resultas A—-+ B%-i- Cx=R(t)
dt dt

donde A, B, C son constantes que es una ecuacion diferencial de coeficientes
constantes.

Ejemplo

Resolver:

1)
o _
dt
Y =2x-2t
dx

3-2y

%:SX—ly—Bt2+§
dt 2 2

dy
2 =2y-2t-1
dx y

10



3. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN
SUPERIOR .

Una ecuacion diferencial de n-ésimo orden se puede escribir simbélicamente
de la siguiente forma:

FX, Y, Y7, -y ™)

Si es posible resolverse respecto a la n-ésima derivada,
y(n) =f (X’ Y, yl!"" y(n—l)) )

TEOREMA: Si en la ecuacion y®™ = f(x,y,y",..., y" ) la funcion
f(xy,Y,...Y"™) y sus derivadas parciales respecto a los argumentos

Y, Y., Y™ son continuas con un cierto dominio que contiene los valores
X=%,Y= Y5, ¥V'= Yoroon YU = ¥V, Xiste solamente la solucion Gnica y = y(x)

de la ecuacion que satisface las condiciones
(n-1) (n-1)

yx:xoyO’ y X=Xg = y Qr=" yx:xo - Jo
Estas condiciones se llaman iniciales.

Para una ecuacion de segundo orden y"= f(x,y,Yy"), las condiciones iniciales

de la solucién para x=x, seran: y=y,, Y = Y, donde x,,Y;, Y, son nimeros
dados (conocidos).

DEFINICION: Se llama solucion general de una ecuacion diferencial de n-
ésimo orden a la funcion

y=¢(%6,6,,..C,)

Qué depende de n constantes arbitrarias C;;C,,-::C,, de tal modo que:

a) Satisface la ecuacion culesquiera que sean los valores de los constantes
b) Para las condiciones iniciales dadas:

yx:xo = yO
Yiex, = Yo
o =

11



Se puede elegir las constantes C;,C,,...C, asi que la funcién

y= (P(X, G, Cg,---Cn) satisfaga estas condiciones (suponiendo que los
valores iniciales X=X,y =Yy, Y'= Yo, Y2 = ¥,V ) pertenezcan al dominio
de existencia de la solucion)

OBSERVACION: Resolver una ecuacion diferencial de n-esimo orden significa:
1) Hallar su solucién general (si no se han dado las condiciones iniciales),
a).

2) Hallar tal solucion particular de la ecuacion que satisfaga las condiciones
iniciales dadas (si éstas existen).

4. ECUACION DE LA FORMA y" = f(x)

La ecuacion de la forma Y™ = f(X) es la mas simple de n-ésimo orden. Para
resolver este tipo de ecuaciones se integra n veces.

Ejemplo

Hallar la integral general de ecuacion y" = sen(kx)y la solucién particular que
satifaga las condiciones iniciales: vy, ,; y',_, =1equivalentemente

y(0)=0; y'(0)=1

Solucién

y'= jsenkx+c1 = y'=_choskx|§ +C, = —%((;oskx—1)+c1
0

y= —%I(coskx—l)dXJr ClJ'dx+ C, =>y= —%[(%senkx— X)]+C.x+C,
0 0
senkx — X

% )+Cx+C, (Integral General)

y=~(
=¥(0)=0,0=C, =C,=0

=vy'(0)= —%(coskO—l) +C, =>1=C,=>C =1

_w_i_Z:) —_ﬂk+x(%+l)

La solucion particular y = =
p y 2 K %

12



5. ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES DE SEGUNDO
ORDEN QUE SE REDUCEN A
ECUACIONES DE PRIMER OREDEN.

5.1. ECUACIONES DE LA FORMA:

d’y dy
L ey - o

No contiene explicitamente la funcién desconocida y.

Solucién: Hacer ﬂ: P=—=
dx dx dx

Donde P es la funcion desconocida de x. Integrando (2) P=P(x,C,) y luego

Y_p y=[P(x.C)dx+C,

dx
EJEMPLO

2
Resolver d Z:l 1+ (ﬂ)2

dx° a dx

SOLUCION

& _p_dy_dP
dx dx*  dx
£=£\/l+ p? :>d—P=%:>In(P+\/1+ P2)=§+Cl
dx a Ji+P?2 a a

PtV P e =1t PP=er P

13



&

2(%+C)) ey
1+P*=e 2 " -2Pe* " +P?

<§+Q) _

Per g 1

dy 1,6 2+c, -C+c)
como p=Y =>Z=>(e* ")-e 2
dx dx 2

a, =G -(+q)
y:E(ea -e 2 )+C,

OBSERVACION

De forma anéloga se puede integrar la ecuacion y™ = f (x, y™™) poniendo

yo=p ®_ ¢ p)
dx

5.2. La ecuacion de la forma: o F(Y, =) e (2) no contiene

explicitamente la variable x.

2
Hacer ﬂzP :>d Z/:E:fﬂ:EP ........................ (o)
dx dx“ dx dydx dy

Reemplazando («) en (2)

?z f(y, P) integrando se tiene:
X

d
P= P(y,cl):sd%: P(y,C,)

dy
P(y.C)

=dx= ¢(x,y,C,C,)=0
EJEMPLO

5
Resolver 3y"=Yy 3

Solucién

14



dy _p_dy_dp_ d’y dPdy

=Sl Al -
dx dx* dy dx* dy dx

2 -5
%Z:Pd—lz):i%Pﬁ:y3
dx dx dy

2 P2 32 _p* 32

3Pdp=y dy3— +C,=——y3*=3—- =——y3*+C

p=Yy-ay 5 1 2y 5 2y 1

_2
=P’=-y3+C
2
P=+ Cl—ySComoP:ﬂ
dx

6. ECUACIONES LINEALES
HOMOGENEAS DEFINICIONES Y
PROPIEDADES GENERALES.

Ecuaciones diferenciales lineales n-ésimo orden es de la forma
ay'+a Y .ty +ray+ay=f(X). D

Si f(x) = 0 la ecuacion (1) toma el nombre de E. D. Lineal Homogénea.
Si f(x) # 0 la ecuacion (1) toma el nombre de E. D. Lineal no Homogénea.

Donde a,,&,a,,...a,y f(X) son funciones dados en x o constantes y a, # 0 para
todos los valores de x, en el dominio de definicion de (1).

TEOREMA: Si Y, €Y, son dos soluciones particulares de la ecuacion lineal
homogénea de segundo orden

Y'+ay+a,y=0...n. (2

Entonces, y, +Y, es también la solucion de esta ecuacion.

TEOREMA: Si Y, es una solucién de la ecuacion de (2), y C es una constante,

el producto C Y, es, también, una solucion de esta ecuacion (2).

15



DEFINICION: Dos soluciones Y, €Y, de la ecuacion (2) se llaman linealmente

independiente en el segmento [a,b] si Y 4 constante.

Y>
De lo contrario, las soluciones se llaman linealmente independiente.
EJEMPLO

Dada la ecuaciony” —y =0

. . . X — X X — X
= tiene como soluciones las funciones € ,€ 7,3e",5¢e

X

€ p
=>—= ™ no permanece constante cuando varia Xx.
e

T

X

—=3=cte .. 3e'y e sonlL.D.

€

DEFINICION: Si Y, €Y, son las funciones de x, entonces el determinante
Yi Y2

W(YLY.) =" = %Y —%Ys

i Yz

Se llama determinante de Wronski o, simplemente, Wronskiano de las
funciones dadas.

TEOREMA: Si las funciones Y, €Y, son L.D. en el segmento [a,b], el
Wronskiano es ese segmento es idénticamente igual a cero.
TEOREMA: Si el Wronskiano W(y,, Y, ), de las soluciones Y, €Y, de la

ecuacion lineal homogénea (2) no se anula en un punto X=X, del segmento
[a, b], donde los coeficientes de la ecuacidén son continuas, entonces no se
anulan para cualquier valor x en [a,b].

OBSERVACION:

Si el Wrosnkiano es nulo para cierto valor de X=X, este determinante
también es igual a cero para cualquier valor de x en el segmento considerado.

TEOREMA: Si las soluciones Y, €Y, de la ecuacion (2) son L.I. en el segmento

[a, b], el Wrosnkiano W formado para estas soluciones no se reducen a cero en
ningun punto del segmento indicado.

16



TEOREMA: Si Y, €Y, son dos soluciones L.I. de la ecuacion (2), entonces:

y=Cy,+C,y,, donde C,y C,son constantes arbitrarias. Esta es la solucion
general de la ecuacion (2).

TEOREMA: Si se conoce una solucion particular de una ecuacion lineal
homogénea de segundo orden, la busqueda de la solucidén general se reduce a

la integracion de funciones. Esto es dada una soluciéon particular conocida Y;

de la ecuacion (2), entonces la solucion general de la ecuacion (2) tiene la
forma:

—Iaidx

e
y= C1y1 + C2 leTdX
1

Ejemplo:Hallar la solucién general de la ecuacion (1—X°)y"=2xy'+2y =0 si

se sabe que tiene una solucion particular Y; = X

/. ECUACIONES LINEALES
HOMOGENEAS DE SEGUNDO ORDEN
CON COEFICIENTES CONSTANTES

Forma: Y+ pPy'+qy =0, donde p Yy q son nimeros constantes reales.

. . . . . kx
Tomando como soluciones particulares lineal mente independientes y=¢€",

1 n kX
donde k = constante; entonces, Y = kekx; y = k’e )

Introduciendo las expresiones obtenidas de las derivadas en la ecuacién (2)
kX (1,2
hallamos: € (K“+ pk+Q) =0 . siendo €* # 0, resulta que

La ecuacion (3) se llama ecuacion caracteristica respecto a la ecuacion (2).

En general para una ecuacion de la forma:

ay' +a,,y +aLy C+.tay+ay+ay=0_ . (

4)

17



n n-1 n-2 2 1
setiene & +a [ +a I “+.+ar‘+ar+a,=0
(Ecuacion caracteristica o auxiliar que es una ecuacion algebraica de grado n)

Al resolver da I3,1,,..., I, raices

Casos:

a) Las raices son reales y diferentes la solucion es:
[1X [5X I, X
y=Ce"+C,e* +...+C e"
b) Las raices son reales y multiples:

r1 = I‘2 = r3 == I’m =T jas m raices iguales n — m raices diferentes

y=(C,+C,x+Cx* +..+C_x"1)e*+C_ e +..C e™

m+1

c) Silas raices son imaginarias
h=a+if, n=a-15
y = e[ Acos S x+ Bseng, x] + €[ Acos f,X+ Bseng,X] +...
d) Las raices son imaginarias y multiples
h=lh=a+if=q L=r=a-14=0q

y = €[(C, +C,x+C,x* +..C, X MsenpBx+ (C,, + C’x+C,_ X +..C, X ") cos x]
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8. ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
NO HOMOGENEAS CON
COEFICIENTE CONSTANTE.

Forma:

a,y' +a,.,y" " +aLY o rayray+ay=9(Xx)
(1)

Donde: a,#0

La solucién de esta EDLNHCCC, esta dado por:

y(X) =Y, +V,

Donde Y, es la solucion de la ecuacién lineal siguiente

Y +a,, Y +a, Yty taytay =0

y Y, esllamada solucion particular de (1) . g(x) es llamado término perturbador
gue tiene la siguiente forma:

g(x) = (mem +..bhx+b) eqx,bm 0
a,a ,,...a,d,, bm,...bl,bo no necesariamente reales.

Para determinar una solucion particular Y, se procede de la siguiente manera.

CASO I. Consideremos para la solucion particular Y, la forma:

yp(xX) = (B X" +..BX+ By) €X' 2

Que nos lleva siempre a una solucion.
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a) Para determinar | hay que considerar la ecuacion caracteristica
aA"+..+al+a, =P, (1) =0 de la ecuacién homogénea

8y +a,,y" " +a,,y" &y ray'+ay=0
b) Si g no es una solucion de Pn(ﬂ«) =0 sehacel=0.

c) Sig es una solucion de F’n(ﬂ.) = 0, entonces | es igual al nUumero de
veces que ser repite g como solucion.
d) Para determinar B, B Bo

NOTA:

Los coeficientes [.,,..-, By B, deben escribirse, aunque alguno de los

By, 0,0y fuesen cero.

EJEMPLO

Resolver Y'"—2Y'+ 2y =2x€* . ... .

Solucién

Del segundo miembro de ecuacion (*) se tiene que q = 1, luego analizando la
ecuacion caracteristica 1°-21+2=0se tiene que 4, =1+i, 1, =1-i. Es obvio

que ﬂl, ﬂg son diferentes a g, por lo tanto | = 0.
yp (X) = (ﬂzxz + :le+ /Bo)eX
Yo (X) = (2B8,X+ )€ +(B,X" + fix+ By)€"

Yo (X) = 2B8,X€" + (2, X+ B)E" + (BX" + fix+ By)€" + € (B, +2/3,X)

Reemplazando Y,(X), ¥',(X), ¥",(X) en la ecuacion (*) y ordenado se tiene:

(B X2+ BX+ By +2p3,)€" = 2X°€”
:’52:2, ﬂ1=0, ﬂ0+2ﬂ220, ﬂ0:_4

Por lo tanto una solucién particular de la EDNHCCC es Yp = (—4+ 2x2)ex
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Solucion general:

y(X) = (—4x+2x%)e" + C,e** + C g

EJEMPLO
Resolver 3y"—12y'=18x? +16X

Solucién

Del segundo miembro, se tiene que q = 0, y resolviendo la ecuacion
caracteristica resulta 4, =0; 4, =2; 4, =—2, en consecuencia una de las
raices caracteristicas es igual a g, por lo tanto, | =1

La solucién particular de la ecuacion tiene la forma:
yp(X) = (,Bzx2 + Bix+ ﬂo)x = ﬂzxs + ﬂlxz + By

Yo (X) = By + 28 x+3B,X°

Y, (X) =25, +6f,x

Y, (X) =65,

Reemplazando en (*)
—363,x* — 243,x~123, —183, = 18x* + 16X

= -36/3, =18 :>,82=_?1

~244, =16 :>,81:_—32
-3
186, -124,=0 = f;=—

Solucion general

y(X) = —%x—%xz —%XS +C,+C,e”+Ce™

CASO Il Veamos ahora cuado g(x) tiene las formas:
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g(x) = (b, X" +..bx+b)) e cosBX ... (1)

g(x) = (b, X" +..bx+by)€7senfX ... )
Donde b, #0; a, feR, h,..b R, a,..,a,eR
Entonces la solucion particular de la EDLNHCCC es:

Para (1) Y, :Re(pr(x)); Re: parte real.

Para (2") yp=|m(§7p(x)); Im: parte imaginaria.

Donde Y, (X) es solucién particular de:

a,y"(X)+...+a y'(X)+a, y(xX) = (b, X" +..bx+h,)e*

Donde 4= + fi

EJEMPLO

Resolver Y"+4y'+8y = 20sen2x

Solucion

Del segundo miembro de la ecuacion se tiene que g=2i, =20, 2 =0, f=2
Luego resolviendo la ecuacién caracteristica

Se tiene A, =—2+2i, A, =—2-2i que son diferentes a q.

- 2 Nl - 1
yp(X) = f,e™* para determinar £, calcular Y, (X)y Yo (X) y remplazarlo
en la ecuacioén, en forma ordenada y despejando, se tiene:

. 5 1-2 .
—4ﬁ0 + 8ﬂ0| + 8ﬂ0 =20=> IBO = E(E) =1-2

Y, (X) = (1-2i)e™ = (1- 2i)(cos2x +i sen2x)

%(x) = (cos2x+ 2sen2X) +i(—2c0s2x + sen2x)
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“ Y, (¥) = Im(y, (X)) = —2c0S2X + Sen2x

. Y(X) = —2c0s2x+sen2x + C,e 2 4 C g
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