1 Antiderivadas

DEFINICION: una funcién F, se denomina antiderivada de fen un intervalo I, si

vxel .

Ejemplo

F*(x) = (x)

Sea F(X) = x> = F'(X) =2x= f(X)

—_—
Antiderivada

G(X)=x*+8=G'(X) =2x= f(X)
H(X) = x*-30= H'(X) = 2x= f(X)
J(X)=x2+k=J'(X)=2x= f(X)

TEOREMA:S F esunaantiderivadade f en unintervalo |, la antiderivada de més general def en

| es.

F(x)+C
En donde C es una constante arbitraria.

Ejemplo

1. F(x)=-cosx= F'(x)=senx= f(x)
Entonces |a derivada de senxes —cosx

3

2. F(x):%: F(X) =X

Entonces laderivadade f(x) = x°es %

3

Tabla de férmulas de antidiferenciacion

FUNCION ANTIDERIVADA PARTICULAR
Cf(x) CF(X)
f(x) +9g(x) F(x) + G(x)
X" (n#-1) 1
n+1
1
X Inx
e* e*
Cos x Sen x
Sen x - COS X
Sec’x Tgx
1 sen'x
1- X2
1 tg~'x
1+ X
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PROBLEMA

Una particula, 0 punto material, se mueve en linea rectay su aceleracion esta expresado por
a(t)=6t+4. Su velocidad inicia es v(0)=—6cm/seg y su desplazamiento inicial,
s(0) = 9cm. Determinar su funcion de posicion.

Solucion

a(t) = v'(t)
=6t+4

v(t) =3t*+4t+C

v(0) =-6

v(t) =3t*+4t-6

v(t)=s'(t) =3t>+4t-6
=s(t)=t*+2t-6t+C,

S(0) =9m=> s(t) =t + 2t* — 6t + 9

INTEGRAL INDEFINIDA

Laintegral indefinidadef (x) es el conjunto de antiderivadas de f (x), esto es.
jf(x)dx:(F(x)+C) donde F'(x) = f (x)

Observacion:

d
1. &(J'f(x)dx)zf(x)
2, d(jf(x)dx):f(x)dx
. If'(x)dx:f(x)+c
. jd(f(x)):f(x)+c

~ W

PROPIEDADES:

Si f y g son funciones que admiten antiderivadas en |, entonces |o mismo sucede con f + g, kf
donde k es constante y setiene:

a) j[f(x)ig(x)]dx=j f () dx+[ g(x) dx
b) [[Kf (x)]dx= kj f (x) dx, k = constante
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INTEGRACION INMEDIATA MEDIANTE TABLAS

l Xn+1
jxndx: +c, nz-1
n+1
2 dx
J'—=In|x|+c
X
3
j de 2:larctghcz—larcctg§+c, (a=0)
X*+a° a a a a
4 dx 1 X—a
= — " In +c (a0
J.xz—az 2a |x+a ( )
5
[ 153X ¢ (ax0)
a-—x" 2a |a—-X

6 I dx In‘x+\/x2+a‘+c (a=0)

x*+a

dx X X
J'—zarcszen—wtc=—arccos—+cl (a>0)
Vai-x a a
8 J'exdx:ex+c
9 X

jaxdx: a

Ina
10 jsenxdx:—cosx+c

+c (a>0)

1 I COSXdX = SenX + C

12 j. X =tgx+cC
COS? X g
13
j dX2 =—Ctgx+cC
sen’x
14
ﬂ:Intgz+c:ln|cszcx—ctgx|+c
senx 2
15 dx X 7
——=Inltg| =+= ||+c=Inltgx+secx+c
COSX 2 4

16 jsenhxdx:coshx+c

17 j cosh xdx = senhx+C

18 dx
=thx+c
I ch?x
9 I d)z( =—cthx+c
sh”x
Ejemplo

J'(ex —2x% + X) dx
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METODOSDE INTEGRACION

1. INTEGRACION POR SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE.
Se basa en el método de derivacion de lafuncion compuesta.

Se desea calcular j f(x)dx, donde f:l >R
=>Seax=pM)td que p:J > 1, ¢'t) =0, VteJ s lafuncidén g(t) = f (p(t))e'(t)dt,t e J

admite unafuncion primitiva G en J, esto es
G'(t)=g(t) = f(p)e'(t), vte J

- j f(X)dx = j f (p(t))e'(t) dt

:jg(t)dt
=G(t)+C

[f9=6"0e)+C

EJEMPLO
Calcular:

a) j X(2x +5)dx

) I

© J‘x\/2x+1

e) J';dx

f) J' dx
JX(@A-X)

2. TRINOMIOS CUADRADOS

. MX+ N
P oty

EJEM PLOS

3 -[x +2X+5

b) jx+2x

xdx
) J.x —-7x+13
) j 3X-2

4x+5
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3. INTEGRALESDE TIPO J\/ ax? +bx+c dx completando cuadrados en €l trinomio de
segundo grado, estaintegral se reducird a unade las integrales principales.

2
a) J.\/a2 - dx=§\/a2 - +%arcsen§+c

a

b) j\/xz+adx=g\/x2+a+gln(x+\/x2+a)+c

EJEMPLO

a) J\/l— 2x— x> dx

4. INTEGRACION POR PARTES
uy Vv funciones definidad derivables en el intervalo I, por laregla de ladiferencia del
producto se tiene:
d(u.v) =udv+vdu, de donde

udv =d(uv) —vdu
Integrando miembro a miembro
.[udv= uv—jvdu

Observacion
:Se elige u generamente (no siempre) a aquellos que se simplifican con la derivacién como:

x"(ne N), Inx, arc senx, arctgx etc.

EJEMPLO
Calcular:

a) Ilnxdx
b) szlnxdx

C) jxarcthX dx

d I (x® — sen®x)dx
X — SENXCOS X + X COS X — SenX
e S f'(xX)=—af(x) y g"(xX)=bg(x) donde ay b son constantes encontrar la integral

j f (X)g"(x) dx

5. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES.

Dados dos polinomios P(x) y Q(x) racionales con coeficientes reales; f(x) es unafuncion

racional si es el cociente de dos polinomio racionales, estoes, s f(X) = Px) , donde Q(x)

Q(x)
#0.
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Si e grado del numerador es mayor que la del denominador se divide, con la intencion de
tener una expresion mixta. Al descomponer € polinomio reducido en fracciones parciales, se
puede presentar |os siguientes casos:

a)
R __A B
(x—a)(x—-b) (x—-a) (x-—b)
RO)  _(x-b)A (x-2)B

(x-a)(x-b) (x-a)  (x-b)
B(X)=(x-b)A+(x—a)B
B(x)=(x+b)A+(x+a)B
P(x) = x* + (bA+ aB)x+ (bA+ aB)
Luego mediante polinomios idénticos se determina las constates A y B, sabiendo a demés
que ay b son nimeros conocidos.

Ejemplo:
2 —
Calcular laintegral: J' 2 +41x 91 X
(X=D(x+3)(x—4)
Solucién
2 p—
Como se puede apreciar 2x_+41x-91 es una fraccion racional propia. Se procede a

(X=D(x+3)(x—-4)

expresar dicha fraccién racional en fracciones parciales.
2¢+41x-91 A B C
(X-D(x+3(x-4) (x-1) (x+3) (x-4)

2X% +41x—91= (x+ 3)(x—4) A+ (x—-1)(x—4)B+ (x—1)(x+3)C
2X° +41x—91= (X* — x—12) A+ (X* —=5x+ 4)B+ (x> + 2x—3)C

b)

INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
a) INTEGRALES DE TIPO: j SeN™XCOS” XAX ..o *)

Donde m y n son nimeros enteros.
1) cuando m= 2k + 1 esun ndimero impar y positivo, se supone

—J' sen*xcos” xd(cosx) = —J' (1—cos® X)* cos" xd(cosx) .
De forma andl oga se procede cuando n es un nimero impar positivo.
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Ejemplo
j sen'“xcos’ xdx = I sen'“x(1— sen’x)d (senx)
senx  sen®x
= - +C
11 13

Si n esimpar positivo se procede de manera similar, es decir, se factoriza cosxdx y se

Se expresa | os cosenos restantes en funcion de senos usando laidentidad

cos” x =1-sen’x
2) Cuandomy nson nimeros pares y positivos, la expresion subintegral ...(*) se

transforma valiéndose de las férmulas:

sen’x = %(1— C0S2X), 00S” X = %(1+ C0S2X)

1
= SENXCOSX = Esen2x

Al efectuar las operaciones se obtienen términos gque contienen potencias pares e
impares de cos2x. Los términos que tienen las potencias impares, se integran teniendo
en cuenta e caso 1). Los términos que tienen las potencias pares, se reducen de
nuevo, usando sucesivamente las férmulas indicadas.

Ejemplo
_|' cos® 3xsen*3xdx

b) INTEGRALESDE TIPO thmsec” xdx,J‘ctgm csc” xdx
1) Sim esun enteroimpar positivo. Se factorizatagx secx (o ctgx cscx dx); y se
expresa | as tangentes restantes en términos de secx mediante la identidad:
tg’u=sec’u—-1o ctg’u=csc’u—1
Ejemplo
Calcular las siguientes integrales:

3
a) I—dtg X dx
sec’ x

b) f ctg°x

2) S nesunentero impar positivo.
Sefactoriza sec® dx 0 cscx y el resto de |as secantes o cosecantes, se transforma en
términos de tgx o ctgx usando laidentidad:

sec® x=1+1g°x 0 csc” x =1+ ctg®x
Ejemplo

Calcular las siguientes integrales.
3

a) IthXSGC4 xdx
b) jcsc“ xdx

¢) INTEGRALESDE LA TIPO
j sen(mx) cos(nx)dx, I sen(mx) sen(nx)dx, I cos(mx) cos(nx)dx,
Para el calculo de estas integrales se usan las formulas:
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sen(mx) cos(nx) = %[sen(m— n)x+ sen(m-+n)x|
sen(mx)sen(nx) = %[cos(m— n)x—cos(m+n)x|

cos(mx) cos(nx) = %[cos(m— n) X+ cos(m-+ n)x|

Ejemplo:
Calcular las siguientes integral es:

a) _[seancosBxdx
b) jcos3x cos4xdx
c) J'sens3xtg3de

9 J»sen x+cos’ X4
sen’x— coszx

7. INTEGRALES POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA
Lasintegralesdelaforma .[ R(X,+/ px* + gx +r ) dx donde R es una funcién racional en las

variablesx y / px* + gx+r , se puedde simplificar por medio de una sustitucion
trigonométrica adecuada.

El trinomio px® +gx+r , completando cuadrados, puede ser escrito como:

u®+a’ ou®—a® o a’-u®donde aes unaconstante.

a) S e trinomio tiene laforma a® —u?, mediante lasustitucion u=asena, a>0 se

eliminael radical, pues, va® —u® = acosa . También se tiene que du = acosa da . Se
puede regresar alavariable original u, utilizando el triangulo siguiente:

Q|

b) Si el trinomio tienelaforma a*+u?, mediante lasustitucion u=atgea, a>0 seelimina
el radical, pues, va®+u’ = aseca . También setiene que du = asec® a da . Se puede
regresar alavariable original u, utilizando €l triangulo siguiente:

a® +u?

u
u tga=—
a
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c) Sisetienelaforma u®-a*, mediante lasustitucion u=aseca, a>0 sediminael

radical, pues, \u? —a® = atg« . También setiene que du = asecatga da . Se puede
regresar alavariable original u, utilizando el triangulo siguiente:

u u
Ju?—a? SeCa =—
a

a

Ejemplo

1) Calcular | :I\/Q—xzdx

XS

VX2 -9

dx

2) Calcular | :J'

5
3) Calcular j%
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8. INTEGRACION DE FUNCIONES IRRACIONALES: La estrategia para resolver esta clase
de integrales es hacer un adecuado cambio de variable y expresarlo en una combinacion

lineal de funciones elementales.
(07

a+ bxjﬂi (a+ bx

a
B
a) INTEGRALES DE TIPO: IR(X) X,( j “ |dx, donde R(x) es una

c+dx c+dx
funcion raciona que depende de X, %4 % oo racionales, tomemos
1 k
. : . a+bx p
n=mcm|[f, B,..... A, luego haciendo un cambio de variable 5 =t", luego
c+dx
n-1
despejando x, setiene: x = finalmente dX= dt
P9 b—dt" (b—dt")
Se tiene por lo tanto que R(x) es unafuncion racional en lavariable det.
Ejemplo
Calcular J:-‘-%

X2 (1+ x*)
Solucion
Se tiene |os exponentes fraccionarios % % entonces mc.m(2,4) =4, luego haciendo un

cambio de variable adecuado x=t"y diferenciando tenemos dx = 4t>dt reemplazando en la

. - o At3dt 4tolt 4

integral en cuestion setiene: J =_|' 5 =J' =f 4-—— |dx

t°@+t) Y1+t t+1
=4t—4lnlt+1+c

1
x4+1‘+c

1

= 4x4 —4In

b) INTEGRALES DE TIPO: j( o neN

x—a)”{‘/px2+qx+r’
Para resolver integrales de este tipo se hace un cambio de variable haciendo

x—a:%donde dx:?—;[.
Ejemplo:
dx
Cdcular: | = | ————
J‘x2\/4x2+x+4
Solucion

Haciendo la sustitucion x =%

‘dfzt tot @D~
[ t | _ (8 8.4t
2 2
1 i+}+4 Jat? vt + 4 Jatt vt + 4

t2\Vt? ot
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:__“‘ 8t+l

1J dt

2

VAP +t+4 /(2t+})z+@
4 16

= 1\/4t2+t+4+iln
2\/@

o+ A t44+c

T4 4
1 4+4x2+x |8+x VAP +x+4 |
4 X 2\/_3 ‘ X ‘

¢) INTEGRALESDE TIPO: | R(x, Jax? +bx+ c)dx

En este caso R es unafuncion racional en las variables x,y vax® +bx+c . Unaintegral de
esta forma puede ser calculada usando las sustituciones de Euler,. Estas sustituciones
permite transformar €l integrando en una funcidn racional de una variable t. Se presentan

3 casos.
Caso 1. S ¢>0, haciendo € cambio de variable \/ax2+bx+c=bx+\/5 se obtiene,
elevando a cuadrado, ax® +bx+c=t2% + 2ctx+ ¢ de donde

x[x(a—tz)— 2Jct + b] =0
En esta Ultima ecuacion, despreciando la solucidn x = 0, se obtiene x = ¢(t) que es una
funcion racional dety dx = ¢ '(t)dt donde ¢ '(t) es también una funcion racional det, por

lo tanto [ ROGV X +bx+c)dx = [ R(p(t), to +c)p ()t

donde €l integrando del segundo miembro es unafuncion raciona en lavariablet.

Ejemplo.

Calcular J :f dx

XN2X% + x+1

Solucién
Haciendo y = +/2x° + x+1 = tx+ 1 obtenemos, elevando al cuadrado,
2x% + X =t*x* +t x despreciando la solucion x = 0, se tiene:
1 2 Z_t+2 -1 Z_t+2
2+ 2—t 2—t 2-t
Haciendo €l reemplazo y simplificando, setiene:

J= IZdt =Inj2t-1+c

|2\/2X2 + X+1_2_X|+c
| X |

=In

Caso2 S a>0, haciendo la sustitucion vax? +bx+c =~/ax+t elevando al cuadrado,
obtenemos: ax? +bx + ¢ = ax? + 2v/a tx+t>de donde bx+c = 2y/atx+t? de esta ecuacion
se obtiene que x y x” son fracciones racionales de t. Sustituyendo x=¢(t)y

dx = ¢@'(t) dten laintegral se obtiene:
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[ R(x,Vax +bx+c)dx = | R(go(t),\/a(p(t)ﬂ)gp'(t)dt

Y € integrando de laintegral del segundo miembro es unafuncion raciona en lavariable
t.

Ejemplo
dx
Cdcular | = | —M
IX\/X2+X+1
Solucion

Haciendo y=+/x*+x+1=x+t elevando a cuadrado se obtiene x* + x+1= x* + 2tx+t?

2 _ _32 _ _ 42 _
de donde x = 1,dX= 2 t;tzl dx, y=t;tl por lo tanto, reemplazando estos
1-2t (1-21) 1-2t

valoresen | y smplificando setiene:

| li-1

t+1

| = =In +C

| X2+ X+1—X |
=In +
‘\/XZ +x+1—x+l‘

Caso |11 Si €l trinomio ax® +bx+ c tiene dos raices realesr y s. En este caso la sustitucion
es. vJax® +bx+c =t(x—r) elevando al cuadrado se obtiene

ax’ +bx+c=a(x—r)(x—a) =t*(x—r)?*cancelando €l factor x—r , se obtiene:

a(x—s) =t*(x—r)el cual determina que X, X’ e y son funciones racionales de t y por
ende el nuevo integrando.

Ejemplo
dx
Cdcular | = | ————
JQXx/x2—3x+2
Solucion

Como X*—3x+2=(x—2)(x—1), reemplazamos

Yy =X =3x+2 =./(x=2)(x-1) =t(x-1)

Elevando a cuaderno y simplificando el factor x — 1, queda:

x—2=t*(x-1)
: —t? 2tdt t
De aqui se obtiene x = ,dx = L y=
aq 1-t? (1—t2)2 Y mie
o B,
-2 t+\/_
Luego
|\/X 2+2(x~ 1)|
Nx 2201
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d) INTEGRALES DE LAS DIFERENCIAS BINOMIAS: jxm(a+ bX”)p dx donde m, n, p

son ndimeros racionales.

Condiciones de Chebichev. La integral puede expresarse por medio de una combinacion
finita de funciones elemental es Gnicamente en | os tres casos siguientes:

1) cuando p es nimero entero;

m+1 , . o
2) cuando —— es nimero entero. Aqui se emplea la sugtitucion a+bx" = z°, donde s
n
esdivisor de lafraccion p:

m-+1 , S
3) Cuando ——+ pes un numero entero. En este caso se emplea la sustitucion
n

ax"+b=2°.
Ejemplo
3 4
Hauarj“l*&dx
Jx
Solucion
1
-——+1
Se tienen que m——i n—i p:l;_”: 2 =2, por lo que se tiene & segundo
2 4’ 3 n 1
4

caso de integrabilidad conocida.

La sustitucion
1

1+ zZ =5’ s tiene x=(Z2-1)* dx=127(z*-1)°dz reemplazando se tiene:

I —J'z 2(t+z4)3dz 12f(24_1)3d

Y

=12.|‘(z6 - 23)dz=1—2x7 —3x* + ¢ donde
7
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CURSO: Mateméticalll TEMA: Métodos de integracion
por medio de fracciones
parciales.

Integrar por el método de fracciones parciales |os siguientes:

L ji(x+);;i_l)dx J- ¢ +x+1
I (x=D(X* + x+1)
2. J' 2X—-3 e
(2x+3)(3x-1) I X2 +1
3 _ X(x* +1)°
. —oX
79 15, (X128
(X_E)()H_Z) X(Xz +2)2
19.
4, [ X 4 .[
j(x—1)(x+1)2 X X +1
5. _[ X+7
(x=3)(x+2)*
6. IL
X2 —2x% + X
2
7. J-x2—6x+8dX
X+ 2X+5
8. X —3x+3I
Ix +X-2
9. IX —6x+8
X +2x+5
10 -[x +1
11. jx —

12. | dx
(x—2)*(x* —4x+73)

dx
s J X(x* +1)°
J' X+1
(X* + 4x+5)*

Sugerencia: Hacer x + 2 =
z

dx
15. j g
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¢Esciertoque 1l =-1?

Observe, analicey respondas esciertoque 1 =-1
dx dx d(—x) : . . _ .

Sea J'— = —I— = J'— = integrando ambos miembros se tiene In(x) = In(-x) luego aplicando
X —X (—Xx)

antilogaritmos se tiene x = -x como x # 0 simplificando x setiene que 1 = -1 ¢n0? ¢por qué?
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2 Integral definida

Sean my n dos nimeros enteros tales que m< n y f unafuncién definida paracada i € Z con
m<i<n.

3 f(i) = F(M)+ f(M+D)+ f (M+2)+..+ F(n)
Ejemplo:
5 5
D f) =) i?=2+F +4+5
i=2 i=2
Observacion:
D" f(i) tiene n—m-+1sumandos
> (i) tiene n sumandos.

i=1

Propiedades:

1) > c=(n-m+Jc, ¢ = constante.

2 Y[HD)=g0]=3 f()= 90)
3) Zn:[f(i)— f(i-1)] = f(n)— f (m—1) (Propiedad telescopica)

4) Zn‘,[ fi+D)~f(@i-D]=f(n+D+ f(n)— f(m)— f(m-1) Propiedad telescopica

EJEMPLO
400

Calcular el vaor de Z(\/i——\/i 1+ 4)

i=5

SOLUCION

f(\ﬁ—ﬂ)+§4= 400 —\/5-1+ (400-5+1)4
_  20-2+(369)4
=1602

OBSERVACION:
1) D c=cn
i=1
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2 Y[10=g0]=3 f0)= 90)
3) Zn:[f(i)— f(i-1)]=f(n)- f(0)

4) Zn:[f(i+1)— f(i-D]=f(n+D+f(n)-f@-f(0)

EJERCICIOS

i
1) S a>0, hdlar unaférmulapara Za
i=1

SOLUCION
Zn:(a'—a“l):a”—a‘):zn: I_alza”—l
i—1 i1 a
e (d-1) e _a@ -
a=a-1 a =
2 =237
2) -4
i (ak—3)(ak +1)
SOLUCION

4 __A B
(4k-3)(4k+1) (4k-3) (4k+1)
4=(4k+1)A+(4k-3)B

k:3/4:>4:[4(%j+1}A

4=4A = A=1
4=[4(—1j—3}8
4

n n A
o (4k — 3)(4k+1) , (4k 3 4k+lj

[\”4

Il
S ok

w5 ol
4k-3 4k+1

jl—‘

= (4k+1 4k — 3)

1 1
fK)=—"—, f(k-D)=—"—
W=z "« D=53

—Z( 1 1) __1
~\ 4k+1 4k-3) 4n+1

(o1 1) (1-4n-1

;(4k+1_4k—3j__( an+1 j
_4n
4n+1
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3 Y Na+1l-v2i-1
i=1
4) Determinar laférmulapara senkx

JVkZ+k

5)

k=1

INTEGRAL DEFINIDA

TEMA: Calculo de areas.

Setiene el drea A siguiente

¢Cud de las siguientes areas cubiertas por rectangulos se aproxima al &rea A?

5 5 5
p 1 4 S
o N 3 3
2 2 2
1 \ 1 1
Xo 1 2 3 Xn=i\ y X 1 2 3 OXFE 1 X 1 2 3 X= y
1
(c)

Si llamamos AXi y alaalturaf(x;) paraun rectanguloi, setendr& como areaA;- AX f(xq), Az
= AX, f(x2), As= AX3 f(x3) respectivamente para el gréfico de(a), de la misma manera para (b) y

para (c), luego se obtiene lo siguiente:

Lasumadel &readelosrectangulos de (a) estard dado por
AL+ A+ Az= AXl f(X]_) + AXZ f(Xz) + AX?,f(Xg)

Dpto de Ciencias
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3
= 2 A% f(x)
i=1
Lasumadel areade losrectangulos de (b) estara dado por
A+ A+ Az + Ay + As = AXl f(Xl) + AXZ f(Xz) + AX3f(X3) + AX4f(X4) + AX5
f(xs)
5
= 2 A% f(X)
i=1

Andogamente para €l area de la figura (c), la suma del area de rectangulos se aproxima al area
bajo la curva, de lo que podemos concluir que:

A medida que AXes mas pequefio las areas de los rectangulos tienden a aproximarse al  area
bajo la curva; luego podemos decir:

A= lim ZA)g f (X ) oequivalentemente
i=1

[ax >0 4
n
A= IimZA)gf()g) ................... (*) (n = Numero de
N—o0 i—1
interval os)
Observacion:
e Asi como hemos considerado &reas dentro de la curva (suma inferior), también se pueden

considerar areas que estén por encima de la misma (suma superior).
e A laexpresion (*) sele conoce como suma de Rieemann s el limite existe.

. A= ln'ﬂ.l ZA)g f(x) = I: f(X)dXx (en nuestro giemplo xo = ay x, = b)
i1

e Esposible cacular &reas mediante integrales; pero primero trataremos laintegral definida
para poder aplicarlo posteriormente en €l calculo de areas.
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CURSO: Mateméticalll TEMA: Integral
definida.

A continuacién estudiaremos la integral definida de una funcién f, donde esta permitido el
considerar que f pueda ser negativa en parte o en todo €l intervalo [a,b]- Esta integral nos

ayudard a simplificar los calculos laboriosos al hallar areas.
Definicion:

b
Laintegral definidadef, desde x = ahastax = b, se escribe: I f (X)dx, y se define como:
a

b o Donde: f es una funcion continua
L f(x)dx = L'LQ ZAK f(x) en el intervalo [a,b] Y X €SUn punto
= cualesquiera del intervalo [a,b]

P : elementode
Limite superior p integracion

—
Limite inferior J. f(x) dx

a integrando

Propiedades de laintegral definida.

1. Sifesintegrableenl, entonces esintegrable en cualquier subintervalo del.
2. Sifescontinuay f(x) 20 en [a,b], entonces Jb f (x)dx puede interpretarse como el areade la

region limitada por lacurvay =f(x), €l gey laslineasx =ay x = b.
3. Para J'bf(x)dx, hemos supuesto que a< b. Ahora definimosloscasosenquea>boa=Db

S a> b, entonces [ f () =- [ f (x)dx
S a=bh, tenemos j:f(x)dx=o

4, jbakf(x)dx:kj:f(x)dx

5, j:[f(x)i g(x)]dx:jbaf(x)dxi j:g(x)dx

6. Sifescontinuasobreunintervaloly a by cestanenl, entonces:
c b c
jf(x)dx:jf(x)dmjf(x)dx
a a b

7. Sifesintegrableenunintervaloly f(x) >0, Vxe | , entonces J':f(x)dxzo

8. Sifygsonfuncionesintegrablesenly f(x)<g(x), Vxel , entonces

["fogdx< [ g

9. S f esintegrableenlyque m< f(xX)<M, Vxel , entonces

m(b—a)sj). f(X)dx<M(b-a)

10. Si f esintegrable en |, entonces U: f(x) dx‘ < j.ba‘ f (X)‘dX
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TEOREMA DE VALOR INTERMEDIO PARA INTEGRALES

Si f esunafuncion continuaen | = [a, b] , entonces, existe un nimero ce | tal que

_Tf(x)dx: f(c)(b-a).

TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CAULCULO INTEGRAL
Teorema: (Primer teoremadel clculo integral)
Si f es una funcion continua en € intervalo | =[ab] ¥ F es la funcion definida por

."i(x)=_[ f(t)dt, xel , setiene F’(x) = di[-[ f(t)dt]: f(x),vxel
a X a
Observacion: Este teorema establece un enlace entre los conceptos de integral definida e
indefinida. Ello prueba que una funcién continua en | admite una primitiva dada por la integral

F(x) = J f(t)dt, pues F ’(x) =f(x),vxel. Este es un teorema de existencia porque para f

a

continua en | existe & (x)=J'f(t)dt tal que F ’(x) =f(x),vxel.Como ¥ ’(a) =0, ¥ esla

antiderivadade f en | tal que # ’(a) = 0, & esla antiderivadade f en | tal que & ’(a) = 0, es
decir pasa por el punto (a,0).

Teorema: (Segundo teorema fundamental del calculo integral)

Si f esunafuncion continuaen el intervalo [a,b] y F es cualquier antiderivadade f en el intervalo
esto es F’(x) = f(x) Vxel , entonces setiene

jlf(x)dx:F(b)—F(a)
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Investigue: INTEGRALES IMPROPIAS
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I. Calcular las siguientesintegrales definidas.

2
1. J(x+\/§5—x—i+ln3)dx
0

2
5 J‘ dx
5 3+ DX
1
3. J'exdx
0
t 2dx
4 -[x2+x—l
2
2 dx
> J‘x2+2x—1
1
4
6 IL
T (X+D(x+2)
2 4dx
k J‘(x—2)(x+5)2
1
1 xdx
8 -[(x+1)2
2
o f (x + D dx
L1 (X=2)( +x+1)
10. j%dx

2
I1. Hallar lasinterseccionesdelos siguientesy = x +2yy =3x - 4
y=x*y y=2x-1

yzx/ﬂyy=4x
y=xyy=(x-1)>
y=xyy=3
y=3Cy y=2x+1
y=-2x+1ly y=(x+2

oubkrwd =

[1l. Hallar el éreade |as regiones siguientes:

1

2.

3.

Calcular € 4rea de laregion limitada por la gréfica de la funcién y = x* por e eje x y las rectas
verticalesx =1, x = 4.
Calcular e &rea de laregion limitada por la gréficade lafunciony = -x3, por el gex y las rectas
verticalesx =-2,x =0
Hallar el &rea de la region limitada por la gréficade f (x) = -x> + 1, por € eje x y las rectas
verticalesx =1, x = 4.
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EJERCICIOS RESUELTOS

CALCULAREL VALOR DE LASSIGUIENTESINTEGRALES

1. Ilnxdx
Solucion:
=1
u=mx Jdv :jdx
_dx
du = ? V=X

Reemplazando

e e e
xInx/—jd—Xx: xlnx/—x/
1 X 1 1

elne-Inl-e+l

eetl=1
1
X
2.
e
Solucién:
. X, x>0
analizamos el valor absoluto \x\ ={
-X x<0
9 x
Y1-x
X _i L_ i
X+1 X+1 Xx-1 Xx-1
1 0
= j(l— 1de—j(l+ jdx
0 X+ ° X —
1
-Jo] 2 Joc 2
0 o X+1 7 x—1
1 1 0 0
= x/—In\xHH—x/—In\x—]H
0 0 -1 )
= (1-0)-(In2-In1)-(0+1)-(In1-1n2)
= 1-In2-1+In2=0
3. ﬂcosx\dx
0
Solucioén:
Dpto de Ciencias 24 UNIVERS DAD NACIONAL DEL SANTA



O'—x&

cosxdx — j cosxdx

%
% x
=senx [ —senx [

0 7
= sen’; — sen0 — senrz + senv;,

=1-00+1=2

5

j 5x - 20
1 (2=x)(x* +1)

Solucion:

2 x—4
:5£ 2-x)

1
x?+1

X284 X4, 6 X <0 xe(2,4]=A
2-X 2-X X—2

X—4
2—-X

X_4;X_4<O;X_4>O; Xe<-oo,2>U<4,oo>: B
X—2 2-X X—2

el conjunto solucion lo interceptamos con el dominio de laintegral
A =(2,4]A[35]=[34]
B = (~0,2)U(4,0) N [35] = (4,5]

(2- x)(x +1) (x— 2)(x +1)

R =TE =t
a2 o ao s

(x- 2)(x +l) (x— 2)(x +1)

Integrando como indefinido (fracciones parciales).

X—4 A +Bx+C
(x=2)(x*+1D) x-2 x*+1
X —4=Ax"+A+Bx*+cx - 2Bx—2C
A+B=0 A=-B
C-2B=1 C=1+2B

A-2C=-4 5B =-1

A=-2/5

B=2/5

C=9/5

5 5

g dx 51J-2x+ld .52 J- _5}J~2>2<+9
5,X-2 5,x*+1 oy X +1

5 5
—2In\x—j£+j o +1dx+9j V]

4 4 3X

4 4 2X 4
2lnx-2 [ - dx-9

dx
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=—2In\x—j7+ln‘x2 +]ﬁ+9artgx7+2|n\x—17—ln‘x2 +ﬂ—9wtgx7
4 4 4 3 3

=-2(In3-In2) + (In26-1n17) + 9(arctg5—arctg4) + 2(In2—-1In1) —

-(In17-1In10) —9(arctg4—arctg3)

=-2In3+2In2+1n26—In17 + 9arctg5—9arctg5—9arctg4+ 2In2-0—

-In17+1n10—9arctg4+ 9arctg3

=-2In(2/3)+1In(26/17) + 9arctg5—18arctg4+9arctg3+ 2In2+1n(10/17)
= 2In(4/3)+1In(260/ 289) + 9ar ctg5—18arctg4 + 9arctg3

3
5. _fode
-1

Solucioén:

Por definicién de mayor entero
X|=nen<x<n+l
n=-1-1<x<0
n=0 0<x<l1
n=1 1<x<2
n=2 2<x<3

0 1 2 3
:—jdx+0_[dx+jdx+ 2_[dx
-1 0 1 2

0 2 3
:—x/+x/+2x/
-1 1 2

= (0-1)+(2-1)+(6-4) =2

x+1dx
2

3
6.:[1

Solucioén:

u =x+1/2 x=-1u=-12

du = dx x =3 u=7/2; Lanuevalntegra es.

712

= j ludu ; por definicion de mayor entero

-1/2
U=nen<u<n+l

=-1-1<u<0
0 0<ux«i1
1 1<u<?2
=2 2<u<3
3 3<u<7/2

-1/2
0 2 3 712
=—X / +x/+2x/+3x/
2

-1/2 1 3

0 1 2 3
= _[ dx+0]dx+jdx+2[dx+
0 1 2

Dpto de Ciencias

26 UNIVERS DAD NACIONAL DEL SANTA



=0-%+2-1+6-4+21/2-9
=4

2
7. J.HZXHdX
a

Solucion:
Definicion de mayor entero

2x=nen<2x<n+l

n n+1
—<X<——"
2 2

n=-2-1<x<-1/2
n=-1-1/2 <£x<0
n=0 0<x<1/2

n=1 12 <x<1
n=2 1<x<3/2
n=3 32 <x<?2
-1/2 0 1/2 1 3/2 2
=—2.|‘ dx — .|'dx+0.[dx+ .[dx+2.[dx+3j'dx
-1 -1/2 0 1/2 1 3/2
-1/2 0 1 3/2 2
=—2x [ -x [ +x[+2x [ +3x [
-1 -1/2 1/2 1 3/2

=(1-2)-(0+1/2)+(1-1/2)+(3-2)+(6-9/2) = 3/2
8. JH— X|dx

Solucion:
Por mayor entero

-X|=nen<-x<n+l
—(N+)<x<-n
n=0-1<x<0
n=-1 0<x<1
n=-2 1<x<2

0 1 2
:Ojdx—jdx— 2J'dx
-1 0 1

1 2
=—x[-2x/
0 1
-(1-0)-(4-2) =-3
: 2
9. £ T2t
Solucion:
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Por mayor entero

thH:nenst2<n+1

ﬁ§t<«/n+l

n=0 0<t<1
n=1 1<t<-/2
n=2 ﬁ£t<ﬁ
n=3 3<t<2

1 A2 3 2
:ojdt+jdt+2jdx+2jdx
0 1 J3

V2

V2 NE 2
=t/ +2t]+3t]
1 J2 NE

=/2-1+2/3-2/2+6-3/3 =5-/2-/3

1
10. jx“(l— x?)¥2dx

Solucion
X = sent X
dx = cost.dt T = arcsenx

= _[sen“t.cos3 t.cost.dt
:,[ 1—cos2t ) (1+ cos2t zdt
2 v 2

1
_Ej(l_ cos? 2tf

— dt——_[cos 2tdt+—jcos 2tdt

16
_t 1¢[ltcos4t], 1 ([1+cos4t]’
=— ||t || ———
16 8 2 16 2
= 2 [dt——= [cosatdt +*J‘ (L+ 2cos4t + cos® 4t)
16 16 16 4
=1 1 2 +ijcosz4tdt
16 16 642 64

2sendt 2t sendt 1 1+ cos8t
+— 4 + —J'
128 128 128
sendt 2t t sen8t
+—
128 128 128 1024
_ ﬂ B sen4t N sen8t
128 128 1024

Dpto de Ciencias 28 UNIVERS DAD NACIONAL DEL SANTA



_ ﬂ B 2sen2t.cos2t N 2sen4t.cos4t
128 128 1024

_ 3t A4sentcost(cos’t -

sen’t) | Bsent cost(cos®t —

senzt)([cos2 t— szenzt]2 — 4sen’t.cos’ t)

128 128

3arcsenx _(x/1-x 21— x2 —x) (x/1- x?)(1-x*

1024

x2)A- X2 - x?)? - 4x* (1- x)]

128 32
3arcsenx L

128

(x/1- x )(1 2x?) 1 / (1= X2)(1- 2x*)[(1—-8x? + 8x )]

128 4
:3arcsenl 3arcsen04

128 128
_ 3t 30 _ 3
2-128 128 256

11. J%&«/Z—xdx

Solucion
Hacemos x = t*
dx = 2tdt

1
laintegral queda 2jt2«/2—t2dt 2
0

hacemos t =-/2senu
dt = /2 cosudu

como indefinida:

= 2.|. 2sen’u~/ 2 — 2sen®u~/2 cosudu

= 8_[sen2u.cos2 udu

=8J- 1-cos2u \ 1+ cos2u du
2 2

128

arcsenl = /2 acsen=0

u=arcsen

2

=2 (1-cos2u)du = 2[ du—2[ cos® 2udu = 2u 2| (“0‘2334“)%

:2u—fdu—jcos4udu:2u—u—
asu estado original

:arcsen(tj_w—f{%tz_tz}am
J2) N2z | 2 2

lo llevamos ala variable x

=arcsenf_(&”‘x)(1‘x)
2 2

evaluamos

=arcsenf}_(&”‘x)(l‘x)}
2% 2 0

1
=arcsen— — arcsen0

12

sendu _  sendu _

_ 4senucosu(cos” u—sen’u)

sabemos;

4 4

[t} _(H2-t*)a-t%)
2 2

arcsen0 =0 arcsen——

I 4
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Solucion
Por cambio de variable

2 1-x 1 1
2—-X 2—-X
2tdt ot

(1-t%)°

= Zjidt ; LaNuevaIntegral es:

(1-1t%)°
u=t
du=dt
t

= dt

(L-t%)°
:z{tﬂlj dtz}

2(1-t3) 27 (1-t?)
— t +J‘ dt
(1-t?) Jt*-1

v

ot 1 t-1
1-t¢ 2 |t+1

la regresamos a su estado original
1-x . [1-x 1
2-X +7In 2—X
== +1
T 2-x 2_x

_1-x(2-x)1 Nﬁ J2- x\
J2-x 4
2 1--/2
=0- =+ {In(l)—l (}
1--/2
2_4 1+(

X

13, Jl- NG
s (L+ x)2

Solucion
Por cambio de variable:

T 21-t?)

Iidt =1In
t?-1* 2

t-1
t+1

Dpto de Ciencias

30

UNIVERS DAD NACIONAL DEL SANTA



u=¢ J.dV:J.(lJ:(x)Z

« X A B
du =e’dx 5= 5+
@+x)° (@A+x)° 1+x
Xx=A+Bx+B
A=-1
B=1

J(1+x) J.1+x

m+In\x +1 ;Laintegral es:

_ x e’ . e'
=g In\x+1+m—je In\x+ﬂdx—jmdx

=Inx+1 jdv=jexdx
du=d—x V=¢"
X+1
_ x e e o (€
=g In\x+1+ Tox e In\x+]4+_|'xJr dx j1+xdx
el e
1+xé_§_
4
14. IX+1dx
X+6
Solucién

Analizando € valor absoluto

X+1 x+1
- -24 4
x+1 X+6'X+6 2 0o, 6>U[ Loo]m[ ] [ ! ]
X+6
X+1 x+1
< 0;{(-6, -24|=1-2,-1
 X+6'X+6 & 1>m[ ] [ b
——I(X+1) I(X+1jdx sabemos que X+1:1— >
X+6 X+6 X+6 X+6

- Jo

-1

-1
=x/—5ln\x+a/—x/ +5In\x+@/
-1 -1 -2 -2
= (4+1)-5(In10-In5)-(-1+2)+5(In5-In4) = 5-5In2-1+5In5/4
=4+ 5In5/8

2
15. [ (- 2x+ 4)dx
-1

Solucioén:
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2 2
= H— 2x|dx + 4f dx
a ]

redefiniendo el maximo entero
-2x=n=>n<-2x<n+1

_ng<_n
n=1=-1<x<-1/2
nN=0=-1/2<x<0
n=-1=>0<x<1/2
n=-2=1/2<x<1
nN=-3=1<x<3/2
N=-4=3/2<Xx<2
laintegral quedaigual a
-1/2 0 1/2 1 3/2 2 2
= j dx—oj dx—jdx—2jdx-3jdx—4 dx+4jdx
-1 -1/2 0 1/2 1 3/2 -1
-1/2 1/2 1 3/2 2 2
=x [ -x[-2x[ -3 [ -4x [ +4x/
-1 0 1/2 1 3/2 1

=(-1/2 +1)-(1/2-0)-(2-1)-(9/2-3)-(8-6)+(8+4) = 15/2
16. [[[2x —gax

Solucion:
Por cambio de variable
u=2x-3 x=0 u=-3
du=2dx x=4 u=5
redefiniendo el valor absoluto
iful> 0= u>0
]
~uislul<0= u<0

obtenemos

1% 17
=5 ey~ Jluic

Redefinimos maximo entero
u=n=n<u<n+1

n=-3=-3<u<-2
n=-2=-2<u<-1
n=-1=-1<ux<0
n=0=0<u<l
n=1=1<u<?
n=2=2<u<3
n=3=3<u<4
nN=4=4<u<5

1 1 2 3 4 5 -2 -1 0
:{Ojdx +ljdx + 2jdx +dex +4_[dx +3_[dx + 2Idx +jdx}
2 0 1 2 3 4 -3 -2 1

1 2 3 4 5 -2 -1 0
:2{x/+2x/+3x/+4x/+3x/+2x/+x/}
1 2 3 4

-3 -2 1
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:;[2—1+6—4+12—9+ 20-16-6+9-2+4+0+1] = 8

2

17. f“ Y dy

y
7: (-1/4+)-(1-2) = 7/4

18, f(1-x+ 5-x7 b

Solucion:
[ sp-hax= [ 1-xax +] 5 xlox

A B

En A:

‘1_ XZ‘ 1-x%(1-x)(x+1) > 0= (x-Ux+1) <0=[-11N[- 2.2] = [-11]
X (L= X)(x+D) < 0= (x-1)(X+1 > 0= (-0~ U{L,00) [-22]=[-2-1)U(@12]

E(Xz _1)dx—j_11(><2 —1)dX+L2(x2 “Dadx =

= j:zlxzdx - de - J._ll x2dx + J._lldx + f x2dx — Jf dx

3 3 2
LR xR
3 1

23
= -(1+8j—(—1+ 2)—(:13+:13)+(1+1)+(§—;j—(2—1)

_Xa‘fl
27
3

3 3
=z_1_3+2+z_1: E—E:E:4
3 3 3 3 3 3

En: [5—x"lax= 5[ ax-+ [ - X'
it

Analizamosv s es par:

f0) =
f0 =

==l
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Analizamos el méaximo entero: H— sz =n ; n<-x’<n+1

~(n+D)<x*<-n
J-(n+1)<x<-/-n
n=-1 0<x<1
n=-2 1<x<-/2
n=-3 /2<x<-/3
n=—4 -/3<x<2

—~B= sfzdx—zjozdx—4jf dx—6_[j§dx—8jj§ dx

B =5x°,-2X

1
0o—4X

f—eﬁg—sx\zﬁ
B=10+10-2+0-4/2+4-6./3+6./2-16+83
B=20-2-4/2+4-6./3+6/2-16+8/3
B=6+2/2+2/3

B=6+2(-/2+-/3)

< |1 =A+B
| =10+ 2(/2+-/3)
5/2
19. I ‘x - HxH‘dx
-3/2
Solucion:

redefinimosméximo [x|=n n<x<n+1

n=-2 —%3x<—1

n=-

1 -1<x<-0
0 0<xx«1
1

1<x<?2

>
1

>
I

>
I

2 2£x<% ;  Reemplazo en laintegral

=J.:;\x+ 2{dx+Ifl\x+1dx+j;\>4dx+Lz\x—ﬁdx+.[2%\x_2‘dx

= j:; (X+2)dx + J‘_Ol(x+1)dx+ Jj(x)dx+ f(x—l)dx+ L% (x—2)dx
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2

%
+2X

1 X2
+7
0o 2

2 X2
+—
1

%
—X

-1 -1 2o 0 x?
+2X 4+ +X +—
-3 y 24 | 2

=[;_§j+(_2+3)+( _j+(0+1)+@_ j+(2—;j—(2—1) [285_2j (5-2)

—§+1—1+1+£+§—1+9—1
8 2

1

2 2

N[

dx

2
20. 4
-25

Solucion

Redefinimos val or absoluto:

—4 (x=2(x+2)_ o oy
X —25’(x Sixr5) 20~ Ter8UE22UB2 N33
x*-4||[-22] j+
X*~25 _;2:2“5;((1‘(:?))&:;)<0=<—5,—2>U<2,5>m[_3,3]
[-3-2)U(23] }-
__I_ZX j XZ_ZA‘ZSdX—I3 X - e Sabemosque
— =1+ 221 ; haciendo

A= [ax+21f o

x°—25
= 2—1Inx > ; Ahoraen |
10 |[x+5
2 21 IX-5| 2 21 X-—5| 2 3 21 |x-5|3
=-x ——In + —In— -Xx -——In——
3 10 X+5|_ -2 10 X+5|- 2 10 |X+5|2
=(2- 3)—27l In—7—ln_8 (2+2)+27l —In— —(3- 2—7 In——l =
10 2 10
=12 a2 21 2,
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21, |19] 21
=2+ —In——-"In—
10 149 10 |144

- 2. Zy024
10

(49).49
21. JS.X:_4dx
=16
Solucion:
analizando e valor absoluto
X2 —16;(x — 4)(X + 4) > 0;(=o0,~4) U (4,00) N [- 33

x5

— (X2 —16);(x — 4)(x + 4) < 0;(-4,4) n[-33]=[-33 ]

3 42
_I X2 4dX
X -16
2_
sabemos que: X2 41y 212

X“-16 X“-16

entonces tenemos:

X—4
X+4

dx 1I

3 3
= —J'dx—lz.[zdix sabemos que: thi:f n
s X -16 x“-16 8

2. | 7 €T
e

COSX senx
+€

Solucién

Sea Zzg—x: dx=-dz

Para x =0 ; Z=772

x=% 1 Z2=0

Reemplazando setiene:
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sen(Z-2)

7 €dX dx e 2?2 dz
.[ COSX - I/ sen(/ z) oos(%—z)
eCOSZ.dZ eCOSX dX
= J‘ % Senz COSZ :J. ;7 COSX ’ (Z = X)
e " +e e™ 1 e

sumamaos

eCOSX dX J‘ 77 eCOSX dX

0
+ e COSX

7
Luegoj e + ¢

A ambos miembros de la ecuacion laintegral

J‘fy e™™.dx

0 g™ g™

—ZJ/ e*™.dx j/ € de I/ e°°sxdx

COS X SX

~ = decir

'ZJ/%= I;Veer COSXdx Idx

e

I/ edx 7«
e e 2

23. [ *2x—4 dx
Solucién
+; 2x-4>0 6 x =22
2x—4 ={ - 2X-4<0 6 x <2
__j 2 (2x— 4)dx+j(2x 4)dx
:—2.|.fsxdx+4.|.fsdx+2.|.‘2‘xdx—4.[‘2‘dx

I= |- %2+ 4x1%, |+ x> 14

|= -4+8+9+12+16-16-4+8 = 29

24. Hallar el valor de M
M= I 5 Xsgn(cosx).dx

Solucion:
1;Cosx>0; xe [O%J

Sgn (cosx) £0; Co sx:O;x:%

-1;Cosx<0 XS[%JTJ
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M = I ;%x.dx+ j % X(=1).dx

X2 |75 X
M= 722~
210 2%
2 2 2 2
M:£_£+L=_L
8 2 4

25.M = IngHsen(%)dx Hallar € valor de M

Solucién

M= Iﬁ\\ﬁ\se”(%)dxﬂf HXHSGH(%)dH | 2“)4\sen(%)dx
+ J Sxsen(E )i+ [ 3lxisen(Z o [ 8 xsen( "
M= [ s axs o] 2son ™ ot 3] dsen ™ e af 5o 5 o0 o

12 cos% +Scos% +4cos—

M=- G{COSZ
Vs 6

4+5005—‘ J

M=- E cosz - cosz + Zcosz - 2cosz + 30052—” - 3cosz
Vs 3 6 2 3 3 2

+ 40035—” - 4cosﬁ +5cos ©t - 5cos 5—”
6 3 6

M =20/n

S
s oy
Solucién:
Calculo del dominio delafuncién
(x-)?-2=nens(x-)2-2<n+1
nentero; n>-2

= n+2< (x-1)°<n+3

=xe<l -/n+3, 1 Jn+2] U [1+ n+2,1++/n+3
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De lo anterior, evaluamos la funcién:
(-2;xe (01U[L2)

(-7 -2=n-

A

<
1ixe (1-+2 2,0ufea+2)
0; Xs<— 3,1- (]U[1+ﬁl+f>

| Lixe [~11-BJul+3.3

Desdoblamos laintegral para reemplazar valores:
_ dx dx 13 dx
"= If-ﬁ:3+(x—1)2—2Jrjé:a+(x—1)2—2+ E 3+|(x-17-2

dx

3 dx
BES e e A I v v

_ dx , dx 1z OX 13 OX 3 dx
Il = ox s ok
Ilf3+( 1 gk 3+(—2)+IZ 3+(—1)+f1+ﬁ3+o+jl+ﬁ3+(1)
202, 3
3

2

II:§
2

27. j 3H3x2 +1]de

Solucién
Por definicion : H3x2 +1ﬁ\ =n ;n<3x°+1l<n+1
n valor entero.

e Asercion: 3 < n_glo;nzuentero.

n-10 n-11 n-11 /'n-10
:X8<'<\/ 3 ’_\/ 3 }U{\/ 3 \/ 3 |0

e De(3), evaluamos lafuncién:

11 Xe <—ﬂ,O]U[O,J%>
H3x2+1]H=n= 12;xa<—ﬂ,—ﬂ]U[ﬂ,ﬂ>
13; xe (-1-/%]U[/%,

e Desdoblamoslaintegral:
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1 2

1 3 3
1= Jfoc-afac = J[or 1o+ | o
0 0 1

3

Jj? 3X% + 1]“dx

I = J.Oﬂlldx + ijlde + L}l?;dx

=13 %-/%

28. J‘:xlel— x3dx
Solucién

Por artificio aplico derivada:

Dx (1-x3) % = %(1— x%)% (=3x2)

Dx l— % a- XS)%Jz X2+ 1-x°

Por el segundo teorema fundamental:

! 2
:IO xzﬂdx:—%(l_ )%= <
7% X
29. jo p— dx
Solucion:
J'%xcsc2 x.dx : i s
N : ; por integracion por partes

X=U A csc®xdx=dv

dx=du A -cotgx=v
[ =xctgx+ jfctgx.dx

| =xctgx +J'OA

| = x ctg x + In (sen x)| 7

I = thgz+ln
2 "2

senZ—OcotO—Insenq

| = Ectgz+0—ln0
2 "2

| =-In0

2
30. L 2x -1/ —|x|dx
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Solucion

e Paraé caso de funciones combinadas de valor absoluto y méximo entero, se procede
siempre a andisisinicial de lafuncion valor absoluto, por tener tan solo dos opciones
de desdoblamiento.

e Por definicion:

2x 1= 2x—-1si2x-1>0= xe[%,)
h _(2x—1);sin—1< 0= xe (—00,%]

e Primer desdoblamiento (de lo anterior):
2 A 2
=[x =1 = [ l2x-1-[xax+ [ J2x-1-
%
=]~ (@x-2)- X+ [ (2x-1)-|xiox

e Por definicion:

[X=n; n<x<n+1, nentero
e Evaluamos |o anterior, en los limites de laintegral:

—-Ixe [—10)
Ix|=10,xe[02)
Lxe[12)

¢ Segundo desdoblamiento de laintegral:
I—I =(2x-1)- \xdx+.|' =(2x-1)- dx+_[ (2x-1)- Xdx+
[} [(2x-1)-|xx
) % 1
| = Lﬂ/—iZX—li—i—lidxﬂ.o [~ (2x=1)—(0)dx + J'//(Zx—l)—(o)dxﬁt
2
Lﬂ/iZX—li—ilidx
| = fl«/2—2xdx+_[f«/1— 2xdx+.[;«/2x—ldx+f«/2x—2dx:1:?

‘x —2x—j

= [ e

Solucién
e Anaizando €l valor absoluto:
e —2x-3- (x? = 2x -3} x e (~o0,~1]U[3,0)
- —(X2—2X—3);Xe<—l,3>
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e Desarrollamos laintegral en el dominio determinado:

—J' 1pC - 2x- :#x 1dx+.|' 2 X~ 2x- :#x 1

X+l X+l
- ,[l(x —2x—3)(x—1)dx_j2 (x? - 2x-3)(x-1)
IR e
e También tenemos que:
i +1=ne xe(-/n—/n-1u[/n-1-/n)
e Evaluamoslafuncién | |paraloslimites delaintegral:
1 xe(-10]U[02)
HXZHH_ 2;XE(—ﬁ,—1]U[ﬁ,ﬁ)
~|3xe(-3-2)ul/2,3)
2xe(-2,3]u}/32)
e Desarrollamos laintegral paralos valores hallados:

| = J':f (X2_2X—3XX—1)dX+J-f (X2_2X—3XX—1)dx+

dx

(4) (3)

-1 (x2—2x BXX 1) X2 — 2X — 3Xx 1)

B
ﬁ(xz—ZX—BXx 1) X2 —2X— 3XX 1)

L (2) d .[f (3) d

2 (x* - 2x—-3)x-1)
Lg( (@) X dx
| = 184 __f(x2 — 2x-3)d(x? —2x—3)+é[§(x2 —2x—3)d(x* - 2x-3)+
Lll+;(x2—2x—3)d(x2—2x—3)—--- ~-5.8

32 [ [x-xdx
Redefinimos valor absoluto X = {X; X_Z 0
-xx<0

= laintegral que queda .[Of/_ 2xdx + J‘:«/ X—XdX = _[i«/— 2xdx =

_ (=) 0‘[%2&}: 2.2
3 I

33. j;sgn(x— x? Jix
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Solucion:
Redefiniendo signo:

4 x-x°>0;x* = x < 0, X(x—1)(x+1) < 0 ; xe(—o0;~1)U(0,1) N[0;3]
Xe (0;1]
sgn (x-x°) <O;x—x3 =0;x° —x=0;x(x-1)(x+1)=0;x={01-1N[0;3]

x={0;1}
~Lx-x*<0=x"-x>0=x(x-1) x+1)>0=(-10)U(Lo0)N[0;3]

\ xe (13
Laintegral es:
= Oj;dx+ Olex+ lex— _f:dx

1
=X —X
0

34, j4 X

0 1+3x2

Solucion

dx

Haciendo cambio de variables

U?= 1+ 3%2
2 U du = 6x dx

xdx =udu

3

paax=0=u=1 ; reemplazando en la Integral

paax=4=u=7

4 X 7 udu
dx = ——=_|du
fo iose® = 11 2 -3l
u |7
= 3 ‘ Reemplazando |os valores
1
1
=—[7-1 = 2
2[7-1
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